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CAPITULO VI RELACIONES
METRICAS EN EL TRIANGULO

A. CONOCIMIENTOS PREVIOS
B. TEOREMAS

4 N

A. CONOCIMIENTOS PREVIOS

= La linea mas corta que puede trazarse entre dos puntos, es el segmento de
recta que los une.

= El menor segmento que une un punto P con una recta r, es la perpendicular
trazadadePar.

= Dados un punto P y una recta r, los segmentos oblicuos desde P a r que
tienen sus pies equidistantes del pie de la perpendicular son iguales.

= Proyeccién de un segmento AB sobre una recta r es el segmento que une los
pies de las perpendiculares desde Ay B ar.

- /
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TEOREMA VI -1

B. TEOREMAS
RELACIONES ENTRE ANGULOS Y LADOS

En todo triangulo, un lado es menor que la suma de los otros dos y
mayor que su diferencia.

Demostracion: a<b +c porque a es el segmento de rectaque une By C.

A Dedonde a<b+c
b<a+c
c c<b+a (la.parte)
Restando b 6 c de la 1a. desigualdad:
a-b<c > c>a-b
a-c<b > b>a-c

e los otros dos.

kyde la misma forma obtendriamos que cualquier lado es mayor que la diferencia
d /

-

~

B. TEOREMAS
COROLARIO

Las distancias mayor y menor desde un punto P a una
circunferencia, son las del punto P a los dos en que corta a la
circunferencia el diametro que pasa por P.

es un punto genérico de la circunferencia
es el centro de la circunferencia

En el A OQP
OP <0Q + QP
OP = OA + AP
OA =0Q = OB =radio

AP < QP (AP la menor distancia)

k QP < 0OQ + OP = BP (BP la mayor distancia) /
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18/06/2015



GFT

4 )

B. TEOREMAS
RELACIONES ENTRE ANGULOS Y LADOS TEOREMA VI - 2

Si dos lineas quebradas convexas tienen extremos comunes, la
envolvente es mayor que la envuelta.

Demostracién:
Sean ABCDE y AFGHE las quebradas. D
Son convexas porque, prolongando

cualquier lado, toda la quebrada queda
en un mismo semiplano respecto a él.

kLa envolvente es ABCDE. /

4 N

B. TEOREMAS

B M c

TEOREMA VI - 2

AM <AB + BM
pero: AM =AF + FM > AF + F¥M <AB + BM

=z

FN <FM + MC+ CN
P pero: FN = FG + GN > FG+?§<W+MC+CN
A E
GP <GN + ND + DP

Sumando miembro a miembro
pero: GP = GH + HP > GH+HP<9§+ND+DP

pstas desigualdades

eliminando términos comunes  HE < HP + PE > HE < HP + PE
en los miembros,

AF +FG + GH + HE < AB + (BM + MC) + (CN + ND) + (DP + PE)
simplificando segmentos

k seobtiene:  AF + FG + GH + HE < AB + BC + CD + DE /

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

p TEOREMAVI -3
RELACIONES ENTRE ANGULOS Y LADOS

Dados una recta r y un punto P exterior, si se trazan desde P dos
segmentos oblicuos desiguales, es mayor el que tiene su pie a mayor
distancia del pie de la perpendicular y reciprocamente.

Demostracion: P

Sea PE la perpendicular.

Prolongando PE y tomando P'
simétrico de P, vemos que:

PFP'<PGP' 0 sea:
PF < PG,

ksi G estd mas alejado del pie E. /

4 N

B. TEOREMAS

RELACIONES ENTRE ANGULOS Y LADOS TEOREMAVI- 4

En todo triangulo, a mayor lado se opone mayor angulo vy
reciprocamente.

Demostracion: Hipotesis: Seaa>b

Tesis: queremos demostrar que < A> «B

BI
1. Apartir de C tomamos CB' = CA
c 2. PorserCB >CA,

= B'caeraen el interior del segmento CB.

3. Unimos B' con A,

k = obtenemos el triangulo is6sceles CB'A
& 8 A 3 yeluBAB=.a /

Dr.Ing. Dante Guerrero 4
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B. TEOREMAS
TEOREMAVI -4
- N . ,
A ABB’ «B «B (# exterior A ABB’)
«B > «B
<A = «B+

<A > «B > B
luego «A> -« B (Igqd) I

TEOREMA RECIPROCO : £A> 4B > a>b
Vamos a demostrarlo aplicado el método de demostracion llamado "por reduccién al absurdo". En efecto:

Sifuese a < b se tendria 4 A < 4 B, lo cual iria contra la hipétesis.

Si fuese a = b se tendria £ A = £ B, esto también iria contra la hipotesis.

wgodebeser4A>4B. /

4 N
B. TEOREMAS

p TEOREMAVI -5
RELACIONES ENTRE ANGULOS Y LADOS

Si dos triangulos tienen dos pares de lados respectivamente iguales y el
angulo comprendido desigual, los lados opuestos son también
desiguales y el angulo mayor corresponde al lado mayor.

Demostracion: Sean AABC y A A'B'C' tales que:
HIPOTESIS: AB=AB', AC=AC,4A > 4N

TESHanQH518Mes demMQIHRE GHE [E+5ma que coincidan).
2. Trazamos la bisectriz de CAC' que corta a CB en D.
3. Por ser D de la bisectriz:

A DCA = A DC'A > DC =DC".

B’ 4. EnelADC'B /
C'B'<C'D+DB=CD+DB=CB lgqd

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

. TEOREMA VI - 6
RELACIONES ENTRE ANGULOS Y LADOS
TEOREMA RECIPROCO
SiAB=A'B', AC=A'C',BC>B'C’ > 4A > AN

Enunciarlo y demostrarlo

TEOREMAVI -5

Si dos triangulos tienen dos pares de lados respectivamente iguales y
el angulo comprendido desigual, los lados opuestos son también

kdesiguales y el angulo mayor corresponde al lado mayor. /

4 N

B. TEOREMAS
RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOS

TEOREMAVI -7

En todo triangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa es media
proporcional entre los segmentos en que la divida.

Queremos demostrar que h?=m x n
Demostracion:
LosAACMy~AABM
dado que tienen tres angulos iguales:

4 ACM (4 C) =4 BAM; 5 CAM = 4 ABM (%
B) y 4 CMA = £ AMB pues son rectos, por lo

tanto: CM _ AM m_h

AM  BM h n

\%go: h2=mxn Lgqd

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

TEOREMAVI - 8
RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOS

En todo triangulo rectangulo, un cateto es media proporcional entre la
hipotenusay su proyeccidn sobre ella.

Demostracion: A

Los AACM ~ABCA

dado que tienen tres angulos iguales:
4ACM=4 C;4CAM=4By 4 CMA=4
A pues son rectos, por lo tanto:

AC _ CM

CB AC M a

AC2=CB x CM dadoque AC=Db;CB=ayCM=m setiene: bhZ2=axm
&omo los 2 catetos tienen las mismas propiedades también  c?=a x n. /

4 N

B. TEOREMAS TEOREMA DE PITAGORAS

RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOSTEORENIA V-9

El cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de los catetos.

Demostracion:

b2=axm por el teorema VI-8 ; sumando
cZ=axn miembro a miembro

b2+c2=a(m+n)

b?+c?=a? Lqqd C

- /
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B. TEOREMAS TEOREMA DE PITAGORAS
RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOS TEOREMAVI-9

Por su interés anecdotico y por ayudar a profundizar el concepto de area,
incluimos otra demostracion:

De la inspeccién de la figura, se deduce que el a
area del cuadrado grande es 4 veces el area del
tridngulo, mas a2,

Esdecirt  Arorar = 4 (Arrianculo) + Acuabrano

(b+c)2:4x%cb+a2

b? +c?+2bc = 4x%cb+a2

b?+c?=a’

- /

/ GENERALIZACION Dlh

B. TEOREMAS TEOREMA DE PITAGORAS
TEOREMA VI -10
RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOS

El cuadrado del lado opuesto a un angulo agudo (obtuso) es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos, menos (mas) el doble
producto de uno de ellos por la proyeccion del otro sobre él. C

Demostracion: Para el lado opuesto a un angulo agudo

a2=h.2+n? = (b2 - m?) + n2
=b2-m?2+ (c-m)?

=b%+c%-2cm

a?=Db%+c?-2cm
- B
k N/ /
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/ GENERALIZACIONQ

B. TEOREMAS TEOREMA DE PITAGORAS

TEOREMA VI - 10
RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOS

Demostracion: Para el lado opuesto a un angulo obtuso

a?=h2+m?2=Db%-n2+m?
=b?-n2 +(c +n)?
=b?-n2+c2+2cn+n?
=b%+c?+2cn

aZ=hb2+c2+2cn

.

/ RECIPROCO DEL\

B. TEOREMAS TEOREMA DE PITAGORAS
RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS RECTANGULOS TEOREMAVI - 11

Si en un triangulo, el cuadrado de un lado a es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos, el tridngulo es rectangulo y el angulo
opuesto al lado a es el angulo recto.

- /
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B. TEOREMAS

TEOREMA VI - 12
PROPIEDADES DE LAS BISECTRICES

a) La bisectriz interior de un angulo de un tridngulo divide al lado
opuesto en dos segmentos proporcionales a los otros dos lados. e«’

Sea el AABC
Si AV es la bisectriz de £ A, queremos
demostrar que

m _n
b ¢
Prolongamos CAy llevamos sobre él el
lado c, obteniendo el triangulo is6sceles

%

4 N

B. TEOREMAS

TEOREMA VI - 12
PROPIEDADES DE LAS BISECTRICES

a) La bisectriz interior de un angulo de un tridngulo divide al lado

opuesto en dos segmentos proporcionales a los otros dos lados. 5’
e
. , , . a
Los angulos £ AAB y £ ABA son iguales c //--,
Y suman £ CAB = £ A, por ser 4 A angulo externo. L7 Il
A" !

Como son iguales, cada uno mide £ A/2, es decir:
4 AAB=4ABA =4 Al2

También son iguales al 4 CAV , lo que
indica que A'B es paralela a AV.

Aplicando el teorema de Thales, se c

obtiene: p c m n \Y
- = — = — a
k m n b ¢ /

Dr.Ing. Dante Guerrero 10
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B. TEOREMAS

PROPIEDADES DE LAS BISECTRICES TEOREMAVI-12

b) La bisectriz exterior de un angulo de un triangulo con lados desiguales
corta al lado opuesto, determinando sobre él dos segmentos
sustractivos proporcionales a los otros 2 lados

»°  SeaAD la bisectriz exterior de 4 A
Sea el A ABC A AD determina en el lado opuesto (a) dos segmentog
"~ ~:~ _ _sustractivos (que se superponen) my n

~o

B. TEOREMAS

PROPIEDADES DE LAS BISECTRICES TEOREMAVI - 12

Tomando = = , se forma el triangulo is6sceles ACC',
verificAndose que: £ AC’C = 4 C’CA =90° - 4 A/2

" A % BAC+ £ CAD + £ DAA = 180°

A2 4 BAC=4A y 4 CAD = 4 DAA’, por tanto:
~<~_  4CAD=%DAA=90°- £ A2
/ Te~o - 4 C’CA = 4 CAD, por tanto:
b T ~~_._ACyCCson paralelas.
/c,' ) AR
B a (o n D

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

PROPIEDADES DE LAS BISECTRICES TEOREMAVI - 12

Aplicando el teorema de Thales: BA C'A

B. TEOREMAS

CALCULO DE LA ALTURAY LA MEDIANA TEOREMAVI-13

La altura correspondiente al lado a de un triangulo tiene una longitud
dada por la férmula:

_ (a+b+c)

h= 2 /pG-AE-D)E-0 p= "

En donde a, b y c son las longitudes de los lados y p es el semiperimetro.

2 =-hH2 2
h,2=b%2-m
c2=a?+b?-2am

m=(a2+b2-c?)/2a

m2 = (a2 + b2-c?)?/4a? /

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS
CALCULO DE LA ALTURAY LA MEDIANA

TEOREMA VI - 13

~

hz:bz_(az_,_bz_cz)2 A
a 4a2

b
2 2 2 2 2 2
2 (p@ PO -CT @b —c
he' = ( )x(b- 570 =5

pe= @*FD-cf @by ¢

2a 2a a
h2= (@a+b+c)(a+b-c)(c+a-b)(c-a+h)
a 4a2

ka+b+c =2p =) a+b-c=2(p-9)

-

B. TEOREMAS
CALCULO DE LA ALTURAY LA MEDIANA

TEOREMAVI - 13

~

hz:(a+b+c)(a+b-c)(c+a-b)(c-a+b)
a 48.2

at+b+c=2p
a+b-c=2(p-0¢
at+c-b=2(p-b)

b+c-a=2(p-a)

ha =

Jp(P-a)(p-b)(p-c)

-
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B. TEOREMAS

CALCULO DE LA ALTURAY LA MEDIANA TEOREMAVI- 14

La mediana correspondiente al lado a de un triangulo tiene una longitud
dada por la férmula:

4 N
B. TEOREMAS

CALCULO DE LA ALTURA Y LA MEDIANA TEOREMAVI-14

Por el teorema VI-10, generalizacion del Teorema de Pitagoras

En el A AQC, para un angulo agudo y A AQB, para un angulo obtuso, tenemos:

2
2= 242 -ZE
b* = ma (2) 54
2
2= 2408y 402
C Ma (2) 2q

2 2 — 2 a2
b*+c _2ma+?

kDespejando Ma : Ma =

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE LOS LADOS TEOREMAVI-15

~

Férmula de HERON:

1
S=—ah,
5 h

Sustituyendo h, por su valor (teorema VI-13), obtenemos:

he = gx/p(p-axp-b)(p-c)

S=.p(-a)(p-b)(p-c)

o

/

-

~

B. TEOREMAS TEOREMA VI - 16

AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DEL RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA INSCRITA

El area del triangulo es igual al semiperimetro por el radio de la
circunferenciainscrita.

El &rea del triangulo es la suma de las de los A
triangulos , y COA; cuyas bases son

los lados del triangulo ABC y sus alturas son el
radio r de la circunferencia inscrita.

Luego: 1 1 1
S=—ar+=br+=cr
2 2 2

S =r%(a+b+c)

k S=rp Donde p = semiperimetro

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS TEOREMA VI - 17

AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE LOS LADOS Y DEL RADIO DE LA
CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

El area de un triangulo es igual al producto de los otros tres lados
divididos por cuatro veces el radio de la circunferencia circunscrita.

Sea el trianguo ABC y su
B circunferencia circunscrita.

Trazamos AH, altura de a.

Uniendo B con el centro O de la
Circunferencia, obtenemos

N

k Los AsCHA Yy son semejantes/

4 N

B. TEOREMAS
TEOREMA VI - 17

AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE LOS LADOS Y DEL RADIO DE LA
CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA
y 4 C son #s inscritos que

Los As CHA'y son semejantes: abarcan el mismo arco

AB = 4CHA
B HA =h,
CH _ CA _ HA | AB=c

MA  MB AB CA=b
B =2R

18/06/2015
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B. TEOREMAS
TEOREMA VI - 17

AREA DEL TRIANGULO EN FUNCION DE LOS LADOS Y DEL RADIO DE LA
CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

El area de un triangulo es igual al producto de los otros tres lados
divididos por cuatro veces el radio de la circunferencia circunscrita.

_ bc

B " ﬁ
S:laha: @
2 4R

Sustituyendo S por su valor dado en la formula
de Herén, se obtiene:

T
c R = abc
\_ 1 [p6-a6-D60

4 N

B. TEOREMAS

, TEOREMAVI - 18
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES

El lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de cuadrados de
distancias a dos puntos fijos Ay B es constante, es una circunferencia con
centro en el punto medio de AB.

DEMOSTRACION:

Sea un punto P que cumple la condicién
buscada. Llamando a a la distancia AB

a’ a
EnelAAOP: di = (E) +m2+2(§)n

2

2

o

a

EnelaABOP: d, = (=)

2

+m2-2(

a
Hn
)

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEORENAVI-18

El lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de cuadrados de
distancias a dos puntos fijos Ay B es constante, es una circunferencia con
centro en el punto medio de AB.

a
d22=(2

) +m2-2(%)n

a

2 a
di = () +m2+2(§)n

2_K2 8.2
m=2-

2 4
O sea: m2 debe ser constante; y también

Por tanto P est& en una circunferencia de
centro O y radio

B. TEOREMAS

. TEOREMA VI - 19
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES

El lugar geométrico de puntos del plano cuya diferencia de cuadrados de
distancias a dos puntos fijos del mismo A y B (tomadas en ese orden) es
constante, es unarecta perpendicular a AB.

DEMOSTRACION:
Sea P un punto que cumple: d12 - dz2 =K

a a
EnelAPBM: d, = (5) +mZ-Z(E)'VlH

2
a a
EnelAPMA: di = (E) +m2+2(§)MH

4 N

4 N

o
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B. TEOREMAS

. TEOREMA VI - 19
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES

El lugar geométrico de puntos del plano cuya diferencia de cuadrados de
distancias a dos puntos fijos del mismo A y B (tomadas en ese orden) es
constante, es unarecta perpendicular a AB.

2
a2 = (&) +m?-2 2 xMH
,_ai ., a
= (=) +m*+2_xMH
ds (2) m 2

d -d, = K=2axMH

MH = 5=c’[e
2a

|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
H

—M

a2
wego P esta sobre la perpendicular a AB en el punto H, o sea HP. /

4 N

B. TEOREMAS
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEOREMA VI - 20

El lugar geométrico de los puntos del plano cuya razén de distancias a 2
puntos fijos del mismo, Ay B, es una constante K, es:

1. Unacircunferencia (circunferencia de Apolonio) cuyo centro
se hallaen larectaAB, si K # 1.

2. Lamediatrizde AB, si K =1.

>o
w

.

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEOREMA VI - 20

~

Trazamos la recta r que pasa por los puntos A y B
Unimos los puntos A y B con un segmento
Obtenemos los puntos M y N, de tal forma que se verifica:

MA_ NA_
MB_ NB
P
1 r
A ] B N
k ! /
B. TEOREMAS
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEOREMA VI - 20

Se unen los puntos ABP, para formar el A ABP

Proyectamos los segmentos y AB

L :

En el trazamos la bisectriz interior y bisectriz exterior
De acuerdo con el teorema de PA _ PB  pisectriz interior
las bisectrices, afirmamos que: p AM  MB
PA _ PB bisectriz exterior
AN NB

/

Dr.Ing. Dante Guerrero
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B. TEOREMAS

LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEOREMAVI - 20

PA _ MA

PB MB PA_MA_NA_

PA _ NA PB MB NB

PB NB
PA _ PB pisectriz interior

=) AM MB

ﬂ = PB bisectriz exterior
AN NB

N B /

B. TEOREMAS
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEOREMA VI - 20

Sabemos que las bisectrices interior y exterior forman un angulo de 90°

Por tanto el arco MPN es una semicircunferencia de diametro MN y el lugar

geomeétrico de los puntos P que verifican la condicion PA/PB = K es una
circunferencia de didmetro MN

Y

Dr.Ing. Dante Guerrero 21
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B. TEOREMAS
LUGARES GEOMETRICOS NOTABLES TEOREMA VI - 20

El lugar geométrico de los puntos del plano cuya razén de distancias a 2
puntos fijos del mismo, Ay B, es una constante K, es:

1. Unacircunferencia (circunferencia de Apolonio) cuyo centro
se hallaen larecta AB, si K # 1.

2. Lamediatrizde AB, si K =1.

Dr.Ing. Dante Guerrero 22
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