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Resumen
En esta investigacidon se analizan las concepciones del infinito matematico que tienen los profesores y
futuros profesores de matematica de secundaria. Estas se describen a partir de seis modelos intuitivos:
indefinicion, infinito-infinito, divergencia, punto-marca, acotado finito y no acotado infinito, y de
inclusion. El disefio de la investigacion es mixto y por ello, se elaboré un cuestionario de 20 preguntas,
las cuales fueron tomadas o adaptadas de otros estudios, de acuerdo con el contexto de los
informantes. Este instrumento fue completado por 3 profesores en ejercicio y 3 futuros profesores de
matematica de secundaria, durante el periodo de pandemia (2021). Las respuestas dadas fueron
clasificadas segln los seis modelos antes mencionados, con sus respectivos indicadores, donde los

modelos mas sobresalientes son el de divergencia e infinito=infinito.
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Introduccién

El estudio del infinito matematico, aunque no esta de manera explicita en el curriculo de la
educacién bdsica peruana, aparece vinculado a conceptos como: sucesiones, sumatorias, limites,
derivada o integral, en los textos escolares y/o de nivel universitarios. La nocién del infinito nace
intuitivamente en la persona, como la idea del conjunto de estrellas, los granitos de la arena del mar,
hasta la misma cantidad de sistemas que hay en el universo. Estas ideas de la nocidn del infinito se
llevan a la escuela y se consolidan. Incluso cuando se llega a los estudios del nivel superior, estas
permanecen en nuestra mente y, dificilmente, se adaptan a nuevos saberes o conocimientos formales,
es decir, al lenguaje propiamente de la matematica. Por esta razdn, se realiza esta investigacidon para
analizar qué concepciones tienen los profesores y los futuros profesores en el nivel de secundaria en
la especialidad de matematica y clasificarlas segin los modelos intuitivos propuestos por autores
referentes.

Esta investigacion esta dividida en cuatro capitulos:

En el primer capitulo, Planteamiento de la investigacidn, se describe y justifica el problema de
estudio, se formula la pregunta investigable, se define el objetivo general y los objetivos especificos y
se resefia los antecedentes de la investigacion.

En el segundo capitulo, Marco tedrico de la investigacion, se indica la historia y la
conceptualizacidon del infinito matematico, la ensefianza del infinito en las escuelas y los modelos
intuitivos del infinito

En el tercer capitulo, Marco metodoldgico, se sefiala el tipo de investigacién de este estudio,
se presentan los informantes, se describen las técnicas e instrumentos utilizados para el recojo de la
informacidn y se explica la codificacidn de los datos y el analisis realizado.

En el cuarto capitulo, Andlisis y resultados, se presenta las concepciones del infinito
matematico que tienen los informantes, clasificados de acuerdo con los modelos intuitivos e
interpretados segun la tipologia establecida a partir de los trabajos tomados como referentes.

Finalmente, se propone las conclusiones y recomendaciones del desarrollo de la investigacion.






Capitulo 1. Planteamiento de la investigacion
1.1 Caracterizacidon de la problematica y justificacidn de la investigacion

El infinito matematico es un concepto complejo y dificil de comprender por los estudiantes
debido a su caracter abstracto. Dado que no es sencillo encontrar una representacion concreta para
este concepto, muchos estudiantes encuentran obstaculos para construir sus propias ideas vy
posteriormente, para comprender la nocidn de infinito (Mena et al., 2015). Al respecto, los autores
citados, consideran que hay concepciones sobre el infinito matematico que constituyen un obstaculo
epistemoldgico (Brousseau, 2007). Asi, aunque en un pasado dichas concepciones lograron tener éxito,
al presentarse conocimientos nuevos estas ya no se ajustan. Por ejemplo, en un momento de la
educacién escolar se ensefia que la recta numérica esta conformada solo por los nimeros enteros,
posteriormente, se descubren los nimeros reales y el concepto de densidad. Segun lo anterior, que el
infinito sea un obstdculo epistemoldgico puede deberse a dos razones: primero, porque a través del
tiempo se ha ido desarrollando este concepto de manera muy mecanica o puramente algoritmica, en
consecuencia, se construyen conceptos inadecuados o estaticos (Neira Sanabria, 2012). Segundo,
porque resolver un mismo problema en diferentes lenguajes matematicos genera controversia en la
mente humana (Garbin y Azcarate, 2002).

La nocién de infinito, desde un contexto socio-epistemolégico, nace de manera intuitiva
cuando empezamos a estar en contacto con la naturaleza. Asi, se va construyendo las primeras ideas
y preguntas tales como: “el amor es infinito”, “el cielo es infinito”, “las estrellas son infinitas”, “al
infinito y mas alld”, “te quiero hasta el infinito”, é cudntas estrellas tendra el universo?, é Cudntos granos
de arena tendra la playa?, ¢ Cudl serd el dltimo nimero? etc. (Leston y Castafieda, 2008). Incluso esta
asociado a paradojas como: La rueda de Aristételes, Aquiles y la tortuga, la de Galileo, el hotel de
infinitas habitaciones, la paradoja de Russell, etc. (Belmonte y Sierra, 2011). Posteriormente, en la
educacién secundaria, la idea de infinito deja de ser un conocimiento intuitivo, porque se vincula con
otros temas como: sucesiones, sumatorias, funciones, nimeros reales, nimeros primos, limite, entre
otros. Asi pues, el infinito que se aprende de manera intuitiva deja de ser coherente con el nuevo
infinito matematico. La dificultad de su comprensidon se hace mas evidente cuando se enfrenta al
calculo infinitesimal en los estudios superiores. En esta etapa parece que las ideas y conceptos
adquiridos en el colegio y en las academias preuniversitarias no son suficientes.

Desde un contexto matematico, el infinito se estudidé por siglos desde una perspectiva
geomeétrica. Para Aristoteles, la idea del infinito estaba ligada a la existencia de magnitudes que se
pueden dividir o aumentar tanto como uno desee, es decir de manera indefinida (infinito potencial).
Sin embargo, no aceptaba la concepcién de la recta como el conjunto de infinitos puntos, es decir como
un todo (infinito actual). La concepcién del infinito de Aristdteles guarda cierta relacién con el axioma

euclidiano: “El todo es mayor que las partes”, lo cual parece tener légica. No obstante, en el
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campo del infinito, tanto el todo como sus partes tienen la misma cardinalidad. Por ejemplo, si
hacemos una comparacién entre el conjunto de los nimeros naturales y el conjunto de los nimeros
pares, aparentemente, el mayor seria el de los niumeros naturales, pero si hacemos una relacion de
correspondencia de uno a uno, se comprobara que la cardinalidad de ambos es la misma.

La idea de comparar la cardinalidad de diferentes conjuntos fue propuesta por Georg Cantor
en 1874, en un articulo titulado: Sobre una propiedad caracteristica de la totalidad de los numeros
reales algebraicos. Sus ideas en aquella época no eran muy creibles, pero las pudo demostrar. El dedujo
que tanto el subconjunto de un conjunto (de infinitos elementos) y este mismo (el conjunto de
referencia) tienen la misma cardinalidad. Este conocimiento origina interrogantes como ¢existira en
algin momento, en el campo del infinito, conjuntos mayores que otros? (Buitrago et al., 2014) que
hacen emerger una motivacién personal para investigar sobre el infinito matemdtico y las
concepciones que se generan en torno a este concepto.

El conjunto de los numeros reales fue un motivo para estudiar el concepto del infinito desde
otras perspectivas. Asi, en el siglo XIX su estudio empezé a alejarse cada vez mas del andlisis
geométrico, hasta descartarse por completo. Pese a que esto no fue una tarea fdcil, porque dicho
analisis fue una base fundamental para las matematicas, el estudio del infinito pasé a un analisis
puramente numérico y de férmulas, mas riguroso y tomando como referencia al numero real (Pifieiro,
2013).

Después de este breve analisis sobre el infinito matematico, queda en evidencia su relevancia
como concepto matematico fundamental que esta vinculado con otros conceptos que se estudian en
la Educacién Basica (p. ej. sucesiones, fracciones periddicas, sumatorias). Dado que los aprendizajes de
dichos conceptos posibilitan y potencian el desarrollo del pensamiento matematico, queda claro que
el desarrollo intuitivo del concepto de infinito va originando ideas personales en torno a este, que luego
deberan transitar a un tratamiento formal de tal concepto. Asi pues, ya que en este proceso de
transicién pueden emerger obstaculos epistemoldgicos, se ve necesario identificar las concepciones
gue se le atribuyen al infinito matemadtico y las posibles consecuencias de estas en un proceso de
ensefianza-aprendizaje. En este sentido, interesa conocer ¢{Qué concepciones sobre el infinito
matemdtico manifiestan los futuros profesores y profesores de matemdtica de secundaria?

1.2 Objetivos

La presente investigacion se enfoca en:

Describir las concepciones del infinito matematico que manifiestan los futuros profesores y
profesores de matematicas de secundaria.

A partir del objetivo general anterior, se propone los siguientes objetivos especificos:

e Analizar cuestionarios de trabajos referentes que indagan sobre las concepciones del

infinito matematico para elaborar un instrumento de recogida de datos.
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e Identificar las concepciones sobre el infinito matematico que tienen los informantes para
describirlas.

1.3 Antecedentes del estudio

En esta investigacion no hay antecedentes locales y nacionales, puesto que en el Registro
Nacional de Trabajos de Investigacion (RENATI) no hemos encontrado ninguna tesis que tenga alguna
relaciéon con el propdsito de nuestro estudio. Los resultados hallados estaban referidos al infinito
matematico desligado del marco pedagdgico. Por lo tanto, los trabajos que resefiamos a continuacion
son antecedentes de caracter internacional, que incluyen paises de América y Europa.
) Belmonte (2009). Modelos intuitivos y esquema conceptual del infinito.

En esta tesis doctoral se reporta un estudio transversal del concepto del infinito, realizado a
43 profesores de matematica y 1792 alumnos de los niveles de primaria (solo sexto grado), secundaria
y universitario. El propdsito fue hallar patrones de evolucidn (creciente, decreciente, invariante e
irregular) referente a las respuestas sobre la concepcién del infinito y analizar la estabilidad de dichos
patrones (alto, medio, bajo y nulo). Se analizé los modelos intuitivos® evidenciados en las respuestas,
asi como el lenguaje referido al infinito: metaforas, funcidon gramatical del término “infinito” en cada
contexto, etc. La investigacidn se realiza en el marco de paradigma interpretativo, es de tipo mixta
puesto que en la descripcién de los resultados emplea herramientas y datos cuantitativos (tablas de
frecuencias y porcentajes traducidos en histogramas). Se elaboraron dos tipos de cuestionarios de
respuesta abierta, distintos a cada grupo de informantes, uno previo y otro definitivo. Con ellos se
evalud la cardinalidad y equipolencia del infinito actual, divisibilidad infinita y continuidad del infinito
potencial, sumas infinitas, operatividad e infinito, lenguaje e infinito, induccion e infinito en contextos
numérico, geométrico y algebraico, de diferentes niveles y tipos de preguntas. También se realizaron
34 entrevistas a 68 alumnos de Educacién Secundaria y Bachillerato. El aporte de esta tesis reside en
el marco tedrico, porque contribuye en el estudio del conocimiento intuitivo que muestran los
participantes con respecto al infinito y la resistencia que ponen para aprehender un conocimiento
nuevo. También tomamos algunas preguntas de su cuestionario para la elaboracién de nuestro
instrumento.
° Llopis (2014). Concepciones del infinito en estudiantes de 12 de bachillerato de CCSSHH en el

contexto de aprendizaje de limites.

Esta tesis de maestria tuvo como objetivo evaluar cudl es la concepcién del infinito que tienen
los estudiantes de 1° de bachillerato de Ciencias Sociales de un instituto de Valencia (Espafia), antes y

después de estudiar la unidad didactica del tema de Limites. Se aplicd un cuestionario previo a 43

! Modelo de inclusién, modelo infinito=infinito o de aplastamiento, modelo punto-marca, modelo de indefinicién
(primario y secundario), modelo de divergencia y modelo acotado-finito/no acotado-infinito.
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informantes y el cuestionario final a 46. En ellos se proponen entre 10 a 15 preguntas abiertas que
abordan el concepto de limites en cuatro sistemas de representacion (Numérico, geométrico, grafico
y verbal) y en cinco tdpicos (Conjuntos, divisibilidad, convergencia, operatividad y lenguaje) Esto
permitid identificar qué modelos intuitivos, de los trabajados por Belmonte (2009), evidencian los
estudiantes sobre la nocidn del infinito. El aporte de esta tesis es darnos un panorama de como los
alumnos de bachillerato expresan sus ideas sobre la concepcidn del infinito que es parte del objetivo
de este estudio.

. Gonzales, Morales y Sigarreta (2013). Concepciones sobre el infinito: Un estudio a nivel

universitario.

Este trabajo, publicado en la revista digital Matemadtica, Educacién e Internet, tiene como
objetivo, determinar cudles son las definiciones que poseen 16 alumnos que cursaban el segundo
semestre de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero (México),
referente al término infinito. La investigacion es de tipo descriptiva y hace uso de la guia de entrevista,
como instrumento de recoleccidn de informacidon. Como resultados se sefiala que en los entrevistados
se encuentra fijo el concepto de infinito potencial, mas no del infinito actual, es decir que, el infinito
potencial es el mas utilizado en las escuelas, pero no es mencionado de forma explicita por los docentes
y tampoco aparece en los libros de manera clara. Aun asi, los alumnos saben utilizarlo de manera
adecuada en la resolucion de problemas matematicos. Después de analizar todas las situaciones, el
autor concluye que los estudiantes no conocen adecuadamente el significado del término infinito
actual, pero si realizan las actividades guiadas por el concepto del infinito potencial, obtenido en clase
de manera implicita, a pesar de no tenerlo muy claro. El aporte de esta investigacion estd ligado a los
objetivos de este estudio porque da referencia sobre las concepciones del infinito matematico.

) Garbin y Azcarate (2002). Infinito actual e inconsistencias: acerca de las incoherencias en los
esquemas conceptuales de alumnos de 16-17 afios.

Este trabajo, publicado en la revista Ensefanza de las Ciencias, se centra en el estudio del
infinito actual, que es el conjunto de elementos acabados o terminados como un todo, un conjunto
gue ya no tiene un proceso. El objetivo del estudio es crear un conflicto cognitivo mediante una
encuesta con preguntas abiertas, de diferentes lenguajes matematicos: verbal, geométrico, grafico,
algebraico y analitico con la intencién de identificar las inconsistencias que se muestran en las
respuestas de los alumnos en representar, categorizar y analizar las situaciones con relacion al
concepto del infinito actual. Dicha encuesta se aplicd a 80 alumnos y una entrevista semiestructurada,
con preguntas especificas sobre la nocidn del infinito actual. La investigacidn es de tipo exploratoria-
descriptiva, con metodologia cualitativa, en la que se desarrolla un proceso de analisis inductivo. Las

inconsistencias que mostraron los alumnos sobre el infinito actual se relacionaban mas con el infinito
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potencial, es decir un conjunto cuyos elementos nunca acaban. Estos resultados sobre la inestabilidad
respecto de la nocién de infinito matematico sirven de referente para la descripcién de nuestros
resultados.

. Vega (2014). Concepciones en torno al infinito actual.

Esta tesis de maestria de la Universidad Militar Nueva Granada (Colombia) detalla las
concepciones que tienen algunos docentes sobre el infinito actual, considerando que dicha concepcidn
conlleva a contradicciones entre lo formal y lo intuitivo en la ensefianza de las matematicas,
especialmente en la resolucién de problemas relacionados, puesto que estos suelen estar
desconectados de la realidad. La metodologia de la investigacién empirico — analitico, con un enfoque
mixto (cuantitativo y cualitativo). Se tomd como informantes a 18 docentes de matematica, algunos
de ellos con estudios de posgrado. La investigacion se hizo en tres etapas: La primera fue una revisién
documental, la segunda se hicieron los disefios y la aplicacién de una Prueba Diagndstica y una de
Salida y en la tercera etapa se hizo el analisis e interpretacion. Las pruebas contenian preguntas
abiertas e involucraban representaciones geométricas y verbales, geométricas y numéricas vy
geométricas. En el analisis se diferencid las categorias: Intuicidn sobre el infinito actual y potencial. El
aporte de esta tesis esta centrado en las concepciones que tienen los futuros docentes y docentes en
torno al infinito, las cuales son tomadas en cuenta en el marco tedrico.

. Lestén y Crespo (2009). El infinito escolar.

Es un reporte de investigacion presentado en la XXI Reunién Latinoamericana de Matematica
Educativa, que aborda la construccion social y escolar del conocimiento del infinito y las dificultades
gue emergen en los estudiantes, pues por su naturaleza sociocultural y también matematica, aparecen
conflictos entre las concepciones intuitivas y las formales (que se logra en la escuela). La metodologia
de la investigacidon es cualitativa, de enfoque descriptivo. Indaga la naturaleza del infinito escolar a
través de actividades centradas en el estudio de funciones y el calculo de asintotas por medio de una
encuesta de 30 preguntas abiertas, dirigida a los alumnos del Ultimo afio de bachillerato (17 afios), no
especifica cuantos fueron los encuestados. El resultado es que aun los alumnos mantienen firme la
concepcion del infinito construido fuera de la escuela y que la concepcion formal de este, que se
aprende en los colegios, les causa conflictos y dudas. El aporte de este estudio es rescatar las
concepciones que construyen los alumnos en la escuela, pero usando las ideas construidas fuera de
ella, lo cual esta ligado con los obstaculos epistemoldgicos.

. Leston y Castafieda (2008). Construccion del infinito en escenarios no escolares.

Esta investigacidn se reporta en el Acta Latinoamericana de Matematica Educativa. Dicho
estudio presenta dos actividades: la primera son cuatro preguntas sobre el infinito intuitivo y la
segunda son preguntas sobre El infinito en la Literatura. Ambos grupos de preguntas son de caracter

abierto, propuestas a los alumnos de una escuela media (no especifica cuantos), donde se intenta
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describir cémo las ideas del infinito que tienen los estudiantes, fuera de la escuela, interfieren en la
construccion del infinito matematico. La investigacidon busca integrar los componentes cognitivos,
epistemoldgicos, sociales y didacticos con respecto a la nocidn del infinito que tienen los alumnos lo
gue le da una aproximacién socioepistemoldgica al estudio. El objetivo es relacionar las ideas intuitivas
del infinito con las ideas formales que sobre él se aprenden en la escuela. La investigacién descrita
aporta al marco tedrico pues desarrollan las concepciones intuitivas, que se convierten luego en un
obstaculo, y proponen que este sea un recurso para la construccion de los conocimientos formales del

infinito.



Capitulo 2. Marco tedrico
2.1 El infinito matematico: conceptualizacion histérica

El infinito matematico es un concepto que estd ligado con la estructura y naturaleza de Ila
Matemadtica. De hecho, D’Amore declard que “la ensefianza de la matematica debe dirigirse hacia dos
objetivos que le son propios: el sentido del rigor |6gico y la nocién de infinito” (Garbin y Azcarate, 2002,
p. 87). Otros autores manifiestan que “el infinito es esencial para comprender nociones matematicas
como limite, continuidad, derivada, integral, sucesiones y series, entre otras” (Belmonte y Sierra, 2011,
p. 139). Lo curioso de este concepto es que no se encuentra dentro del curriculo educativo (Ministerio
de Educacién, 2016), es decir que, “no es facil hallar referencias explicitas sobre su significado en un
contexto educativo” (Belmonte y Sierra, 2011, p. 141). Sin embargo, se observa que en los colegios se
aborda mucho este concepto sin darnos cuenta de ello, por ejemplo, al estudiar los decimales
periddicos, las operaciones con los nimeros reales, el uso de la recta numérica para ubicar los
numeros, etc. Asi pues, es casi inevitable que dicha concepcién aparezca, generalmente de manera
intuitiva, en toda una vida escolar, desde la primaria hasta terminar la secundaria. Hay que enfatizar
gue la intuicion en las matematicas es el camino para el desarrollo de la concepcidn del infinito ya que
el ser humano construye sus ideas en base a las experiencias que tiene con la misma naturaleza.

La idea del infinito se presenta en diferentes situaciones, en la vida cotidiana, en las culturas,
ciencias, en la religidon y especialmente en la matemdtica. La busqueda del concepto del infinito ha
tenido muchas dificultades. Generalmente el infinito es usado para designar y comparar cantidades
muy grandes o cantidades muy pequefias, también para cantidades que no tienen fin o nunca
terminan, sin embargo, hay algo alli que escapa de nuestra mente natural, es decir, que “va mas alla
de lo que nuestra imaginacidn nos puede llegar a brindar” (Lépez, 2014, p. 277).

El infinito matematico estuvo, en sus comienzos, vinculado con conceptos filosoficos y
religiosos. “En el siglo IV a.C., algunos atomistas, como Leucipo y Demdcrito consideraban que la
materia estaba compuesta de un numero infinito de indivisibles” (Mena et al., 2015, p. 334).
Parménides tenia la concepcion del infinito en el sery no ser. El infinito aparece en la civilizacién griega
con Anaximandro (s VI a.C.), quien lo relacionaba con el dpeiron, es decir, con algo ilimitado e
indefinido que no tiene un sentido temporal. En resumen, para Anaximandro el infinito lo era todo y
no habia nada fuera de él. Por su parte, los pitagéricos pensaban que los nimeros naturales eran la
esencia de todas las cosas, pero a medida que el pensamiento se iba desarrollando se encontraron con
los nimeros irracionales, quienes causaron un gran problema para la civilizacidon griega, pues
contradecian que toda magnitud podia ser medible sélo por los niUmeros naturales. Al presentarse este
problema, los estudios del infinito relacionados con la aritmética y al dlgebra se abandonaron, dando
comienzo del campo geométrico, pero lo curioso es que trataron de evitar toparse con lo

inconmensurable, ya que en esa época aun no era un tema facil de comprender y aceptar.
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Esta idea del infinito fue criticada por Aristételes, quien le dio otra visién al infinito. El propuso
entender el infinito de dos maneras: como un proceso que nunca termina, (infinito potencial) y como
un todo completo (infinito actual). Para Aristoteles el infinito actual en si mismo no existia y no era
necesario que los matematicos lo estudien o lo analicen. En la época medieval el infinito actual solo
era reservado para Dios. Tomds de Aquino escribid: “...Por tanto, no es posible que pueda existir una
multiplicidad infinita actual” (Mena et al., 2015, p. 334). Ademas, en 1831 Gauss no aceptaba la idea
del infinito: “Protesto en contra del uso de la magnitud infinita como algo completo, lo cual en
matematicas nunca es permisible. Infinito es meramente una manera de hablar” (Mena et al., 2015, p.
335).

Aristoteles reforzé la idea del ser propuesta por Parménides, es decir, que hace una distincién
entre el ser en potenciay el ser en acto. Para entender esta idea del ser de Aristételes, por ejemplo, el
diamante seria en si el ser en acto, pero el proceso que tuvo antes seria el ser en potencia. Por su parte,

|ll

Galileo considera al “infinito actual como algo terminado” (Lépez, 2014, p.285).

Otras ideas relacionadas al infinito del método de los indivisibles de Cavalieri, para calcular el
area de una figura plana. Este método consiste en rellenar el area de la figura plana en rectangulos
infinitamente delgados, como segmentos paralelos equidistantes, dicho de otro modo, consiste en la
suma de infinitos segmentos rectos y “un volumen se le considera compuesto por un numero infinito
de areas de figuras planas paralelas” (Lépez, 2014, p. 285). Practicamente, fue un método indirecto,
qgue no fue aceptada, pues no guardaba relacién con los principios de la geometria de Euclides, los
cuales al igual que las ideas de Aristoteles, en esa época no podrian ser refutadas (Lépez, 2014).

Con el paso del tiempo, el método de los indivisibles fue rechazado por el Colegio Romano en
1649 pero, esta situacién “no pudo detener el progreso del calculo infinitesimal. Esto solamente
provocd un mayor esfuerzo por parte de los matematicos para obtener una mayor rigurosidad y asi
enfrentar las criticas de la época” (Lopez, 2014, p. 286).

Mientras los esfuerzos de los matemadticos iban creciendo, durante el siglo XVII, el desarrollo
del célculo infinitesimal fue un aporte muy importante para el infinito, pues los desarrolladores
entendieron que dicho céalculo deberia llamarse calculo de infinitos porque, justamente, el calculo es
una manera de manipular el infinito como uno desee, pero habia grandes obstaculos para poder
demostrar su fundamentacion. Por ejemplo, Isaac Newton y Leibniz manipulaban el infinito con
cantidades infinitamente pequefias y trataban de relacionarlas con el infinito actual, es decir, buscaban
que el infinito potencial tuviera cierta relacién con el infinito actual. Sin embargo, este tipo de
procedimiento iba en contra del pensamiento aristotélico, es decir que “se pretendia encontrar un
testimonio concreto que mostrara la vinculacion entre lo infinitamente pequefio y Dios” (Lépez, 2014,
p. 289). Para Leibniz, el concepto del infinito es absurdo porque no tenia relacién con las leyes de la

l6gica. Por ejemplo, comparado con los nimeros cuando se aplican en los conceptos de cantidad,
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magnitud o medicidn guarda cierto sentido, pero comparar estos conceptos con el infinito no guarda
relacion. Al respecto el problema, tanto para Leibniz como para Newton, era no encontrar
fundamentos ldgicos. De hecho, en estas épocas los matematicos realizaban un trabajo muy riguroso
para encontrar sentido al infinito pese a que, cada vez que encontraban una idea, esta era rechazada
entre criticas y burlas. Por su parte, Cauchy y Weierstrass reconsideraron analizar nuevamente la
concepcion del infinito y empezaron a darle mas cimientos a la matematica.

El estudio del infinito, con el paso del tiempo, se vinculé al concepto de limite y se buscd que
las ideas propuestas tuvieran fundamento aritmético. Asi pues, el limite pasd a ser un método para
poder analizar el comportamiento de los infinitesimales, que lo empezaron Newton y Leibniz, y fue un
paso mas para cambiar la manera de analizar la concepcidn del infinito, asi llegaron a la integral. Esta
nueva manera de ver al infinito representd gran paso para que los matematicos posteriores dejaran
de lado el andlisis aritmético.

La creacién del concepto de infinito se le atribuye a Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor. El
determind una correspondencia biunivoca con el cuadrado y uno de sus lados, desarrollé el concepto
de potencia de un conjunto y afirmd que en el mundo del infinito el todo es igual a la suma de las
partes, es decir, que el conjunto de los niumeros naturales es numerable con el conjunto de los
numeros pares, igual con los nimeros fraccionarios. El interés del Cantor por el infinito puede
comprenderse a partir de cdmo hallar el area de un circulo, pero sin utilizar las formulas basicas de la
geometria, sino tratando de llenar el espacio del circulo con cuadrados (Figura 1).

Figural

Cubrimiento del drea del circulo con infinitos rectdngulos
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Nota. Figuras extraidas de Pifieiro (2013, pp. 94, 96 y 97, respectivamente)

En la Figura 1 se observa cémo se llena la superficie de un circulo con cuadrados e incluso
rectdngulos mas pequenos, pero aun asi quedan espacios por cubrir. Con el tiempo el matematico
griego Eudoxo de Cnido ayudd a completar la idea llenando el area del circulo utilizando los lados de
los poligonos, es decir que a medida que se aumenta los lados de un poligono inscrito en la

circunferencia, este puede alcanzar en algin momento el area del circulo (Figura 2).
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Figura 2

Cubrimiento del drea del circulo con los lados del poligono

P L S ] SN e T
/ ’ R / .
/ \\‘ ' / \\ /

/
/

(\

* )
\\\\\ ///,/‘ : & // \/

Poligono regular Poligono regular Poligono regular
de 4 lado de 7 lados de 11 lados

Nota. Figura extraida de Pifieiro (2013, p. 80)

En la Figura 2 se ve que Eudoxo se baso en las propiedades de los poligonos que ya eran
conocidas en ese tiempo, con esta nocién: “Eudoxo pudo demostrar que el area de un circulo
cualquiera es proporcional al area del cuadrado construido sobre su radio” (Pifieiro. 2013, p. 80). Es
decir que, si el lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia es igual al radio del circulo, entonces
el 4rea del cuadrado es igual a r?, pero como hoy ya se sabe cémo calcular el drea del circulo, se puede
afirmar que, aun le falta algo a lo que elabord Eudoxo: el nimero . Eudoxo tenia la idea que deberia
ir alli un numero fijo que se multiplique por r? pero ya es sabido en la historia que Euler lo reemplazé
con el nimero 1. Muchos métodos desarrollados por los grandes griegos fueron muy importantes,
pero, solo servian para ciertos casos particulares. Segun Pifieiro (2013) el razonamiento de los griegos
solo aplicaba para ciertas figuras, por ejemplo, el area del circulo no concuerda con el area de la elipse,
incluso las féormulas de las dreas geométricas de un cuadrado o trapecio no son de gran ayuda para
calcular otras areas mas complejas, entonces ante este problema los matemadticos del siglo XVI
empezaron a desarrollar una formula general, una que sirva para calcular cualquier area y ahora la
Ilamamos integral.

La integral ayudd a comprender el cdlculo de area de cualquier figura geométrica. Para llenar
los espacios que aun faltaban (Figura 1) se introdujo la idea de infinitésimo. Un infinitésimo, tomado
del aspecto geométrico (en esa época las ideas matematicas eran en base a la geometria), es el area
de un rectangulo que a medida que se ajusta sus dimensiones a longitudes infinitamente pequefias se
parecerd a un segmento, es decir que un segmento es un rectdngulo cuyas dimensiones se van
aproximando a un punto de la recta numérica, en este caso seria la base del rectangulo. Esa medida
seria la base infinitesimal, que Leibniz la reemplazé con un simbolo que hasta la fecha se usa en el
estudio del calculo: dx. Con esta idea de la base infinitesimal del rectangulo se llena todos los espacios

del cuadrado o de cualquier figura geométrica sin dejar ningun lugar vacio.
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La base de cada rectangulo es entonces dx y su altura es y. Por lo tanto, el area de cada de
cada rectdngulo de base infinitesimal es y. dx. Para calcular el drea de la figura, en teoria,

se tiene que sumar todos los y.dx para x entre a y b; Leibniz escribia esta idea de la

b
siguiente forma: fa ydx. (Pifieiro, 2013, p. 84)

Al relacionar el concepto del infinitésimo con la nocién del infinito se puede deducir lo
siguiente, si en el mundo del infinito, tomamos dos segmentos de una recta, uno grande y otro
pequeio y los comparamos, ambas de manera biunivoca tendrdn la misma cantidad de puntos, es
decir que ninguno de los dos segmentos serd mas grande que otro. Asi pues, la nocidon del infinito se

hacia cada vez mds densa para los matematicos de aquellas épocas.

Weierstrass introdujo la idea del limite dentro del célculo infinitesimal, es decir que la nocion
del limite reemplazé a la idea de los infinitésimos. La idea del limite lleva a pensar que un segmento
pequefio o grande se puede extender o estrechar como uno desee. En el calculo se trata de segmentos
infinitamente pequefios, mientras que en el limite se trata de “segmentos que son solo en potencia
infinitamente pequefios” (Pifieiro 2013, p.86), es decir que para Weierstrass un segmento de recta es
un conjunto de nimero reales. La idea de comparar un segmento de recta con el area de un rectangulo
con base infinitesimal fue poco a poco descartada por este matematico, para transitar a expresar sus
ideas en términos numéricos.

En la historia de las matematicas, este proceso se conoce como la “aritmetizacion del célculo”

y consiste, entonces, en el reemplazo de los razonamientos de tipo geométrico (que tratan con

objetos esencialmente estaticos) por razonamientos basados exclusivamente en formulas y

nameros, particularmente en los nimeros reales. (Pifieiro, 2013, p. 87)

La concepcion del numero real tenia un rol importante en el infinito matematico y es la base
para cualquier nocion o idea matematicas y esto no era ajeno para Cantor, él empezé haciendo
comparaciones con los niumeros naturales y con los nimeros pares, impares, racionales y enteros, en
el campo del infinito, todos tenian la misma cantidad de elementos o cardinalidad al realizar la
correspondencia biunivoca, pero habia un conjunto de nimeros que no guardaban esa relacién, esos
eran los numeros reales, estos nimeros fueron de gran admiracién para Cantor, pues deberia haber
una razon de porqué estos nimeros no tenian la misma correspondencia con los numeros naturales,
para Cantor los numeros reales se desarrollaban a medida que comparaba con los otros grupos
numéricos por lo que estos formaban una sucesion fundamental, una sucesidon fundamental, segin
Cantor, es una sucesion formada por los nimeros racionales en la cual, a medida que se avanza por
ella, la diferencia entre dos términos cualesquiera, sean o no consecutivos, se hace tan pequefia como

se desee” (Pifieiro, 2013, p.88).
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A finales del siglo XIX la teoria de conjuntos ya formaba parte en las matematicas, ahora los
numeros tenian como base al conjunto de los nimeros reales. Esta idea nueva tomd mucha fuerza en
un nuevo desarrollo de las matematicas.

Gracias a los aportes de Cantor, en la actualidad la idea del infinito actual y potencial son objeto
de estudio en las matematicas. El infinito actual segin De Lorenzo (2001, citado por Vega, 2014) es
desarrollado bajo un contexto geométrico, porque involucran conceptos de punto geométrico,
construcciones y series infinitas en las figuras y cuerpos geométricos, también “cuando se puede
establecer una funcién biyectiva entre el conjunto y una parte propia de este” (Vega, 2014, p. 23), es
decir que se basa en la cardinalidad de dos o mas conjuntos numéricos. Por su parte, “El infinito
potencial se centra en la operacion reiterativa e ilimitada” (Marin Gaviria, 2014, p.125) de una sucesion
0 expresidn matematica. Es decir que, si queremos encontrar el nimero mds grande que podamos
siempre habra un nimero mayor que estey la operacidn seguira asi de manera sucesiva. Todo proceso
gue se realice con el infinito potencial tiene como Unica caracteristica: nunca terminan. Este tipo de
infinito es fundamental para la comprension del estudio del calculo y esta relacionado con la nocién
de limite, por ejemplo: la recta contiene infinitos puntos, la posibilidad de ampliar o minimizar, tanto
como queramos, la medida de una magnitud.

2.2 La enseianza del infinito matematico

El infinito matematico en las escuelas es una nociéon muy compleja, porque generalmente su
naturaleza es abstracta, no es facil ensefiarlo o explicarlo con material concreto, pero se ensena de
manera indirecta en temas indispensables en las escuelas, tales como: sucesiones infinitas, series,
conjuntos infinitos, en las funciones sin acotar y mas en el estudio de los niUmeros reales (recta
numeérica, decimales periddicos puros, etc. Si bien su estudio en la Educacion Basica es implicito, el
infinito se entiende como sinénimo de algo muy grande o muy pequefio. Este significado puede, en
ocasiones, originar una ruptura entre las intuiciones y las concepciones formales que trascienden la
etapa escolar.

A continuacidn, mostramos algunos ejemplos del tratamiento de la nocion del infinito
matematico en materiales desarrollados por el Ministerio de Educacion.

Figura3

El infinito presente en el rango de una funcion cuadrdtica

Nota. Figura extraida de Cuaderno de trabajo de Matematica -Resolvamos problemas 4 (Ministerio de

Educacion, 2021, p.88).
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En la Figura 3 se puede observar que el concepto de infinito se trabaja ligado al rango de una
funcidn cuadratica y, en consecuencia, al concepto de intervalo.
Figura 4
El infinito presente en el estudio del saltahojas, una plaga que dafia la vegetacion de Pucallpa y

Arequipa.

En los diagramas, se aprecian los resultados obtenidos en Pucallpa y Arequipa con respecto al saltahojas.
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Con la informacién dada, responde las preguntas 5;6y 7.
Con respecto al saltahojas de Pucallpa, ;cual de |as afirmaciones es cierta con respectoany P?
En el tercer dia, la diferencia es, aproximadamente, de mas de 2.
En el cuarto dia, 1a diferencia es nula.
Entre el primer y segundo dia, el resultado aumenta, aproximadamente, 0,5.

En el primer dia, la diferencia es, aproximadamente, de 0,2.

Nota: Figura extraida de Cuaderno de trabajo de Matematica — Resolvamos problemas 5 (Ministerio
de Educacién, 2020, p. 139)

En la Figura 4 se muestra la aplicacidn del infinito en un contexto real de como una plaga de
saltahojas afecta en la vegetacidn de las ciudades de Pucallpa y Arequipa, para este caso, los datos
obtenidos se registraron en un sistema de medidas de coordenadas. El término “aproximadamente”
utilizado en la opcidn a de la pregunta 5 esta relacionado con la nocidn del campo de los nimeros
reales y que este es importante para entender el infinito en matematicas.

Figura 5

El infinito presente en el estudio de las bacterias de su importancia y consecuencias en la salud.
Las Dbacterias son microorganismos unicelulares
importantes tanto para la naturaleza como para el ser

humano, pero también pueden producir problemas de
salud.

En un cultivo de bacterias, se empezo con 500. Se sabe
que se reproducen de tal modo que se triplican cada 6
horas (h).

Con lainformacion dada, responde las preguntas 1y 2.

o Los valores para cada 6 h de la poblacion de bacterias de esta muestra forman una sucesion:

Convergente b) Divergente Oscilante I} Alternante

Nota. Figura extraida de Cuaderno de trabajo de Matematica — Resolvamos problemas 5 (2020, p. 137)
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En la Figura 5 se observa la importancia del estudio del infinito en distintitas funciones y cdmo
se aplican en el campo de la medicina y ciencias.

Como puede verse de las figuras anteriores, el infinito matematico es un concepto presente
en la Educacion Matematica escolar por ello es necesario conocer las ideas que se forman en torno a
dicho concepto. Ademas, dado que la ruptura entre las ideas intuitivas y las ideas formales puede
generar el establecimiento de obstaculos, hacemos una breve resefia sobre este concepto, pese a que
no es un objeto de estudio en esta investigacion.

Segun Brousseau (2007, p.45) “Un obstaculo es un conocimiento en el sentido que le hemos
dado de manera regular de tratar un conjunto de situaciones”, es decir que los obstaculos nacen
cuando se interactua las ideas en uno o varios contextos y en algunos de ellos pueden dar buenos
resultados. También manifiesta resistencia al cambio debido a que no encuentra una adaptacién a lo
nuevo y, por consecuencia, genera un conflicto en el pensamiento y en el aprendizaje.

Hay tres tipos de obstaculos: Ontogenéticos, que se presentan en pleno desarrollo del
aprendizaje, esto es visto en los primeros afios de la vida, los diddcticos que se presentan en la misma
ensefianza que se otorgan en las escuelas y los epistemoldgicos que se relacionan con los conceptos e
ideas relacionados con la matematica y tienen relacidn con esta investigacién (Mena et al. 2015).

Los obstaculos epistemoldgicos pese a que “son conocimientos aparentes que impiden tener
acceso a huevos conocimientos y que, ocasionalmente, al ser movilizados, se desvelan precisamente
como impedimentos” Mena et al. (2015, p. 336), pueden ser de gran ayuda para el aprendizaje, por
ejemplo, en la escuela se acostumbra a estudiar los conjuntos finitos e infinitos, alli el alumno puede
comparar ambos conjuntos y por sentido comun llega a la conclusién que uno es mas grande o mas
pequefio que otro, entonces desde alli ya ha desarrollado cierta nocién como un punto de partida,
pero en estas situaciones se requiere que “el aprendiz enfrente las limitaciones de la nocidn que va
construyendo” (Mena et al. 2015, p. 331) estas limitaciones se pueden presentar cuando la idea del
infinito se hace mas compleja a medida que va adquiriendo mds contenidos, por ejemplo:

Observemos que la notacidn 0,999... sugiere un infinito potencial, y que la cuestion de si acaso

0,999... =1 se refiere al infinito actual, pues pregunta acerca del resultado cuando se haya

desplegado toda la expansién decimal de 0,999... Es la confrontacién de ambos tipos de

infinito, en este caso uno que se va progresivamente construyendo y otro que es el resultado
final de esa construccién, lo que provoca el obstaculo (de origen) epistemoldgico” (Mena et al.

2015, p. 331).

Patricia Salinas (1985, citada por Sacristan, 1991) hizo una investigacion sobre las ideas que
tienen los alumnos sobre la nocidn del infinito en relacidn a la concepcidn del limite (Figura 4 y Figura
5) y cdmo estas pueden ser también obstaculos en el aprendizaje y Sacristan (1991) aplicé

cuestionarios con el mismo objetivo y obtuvieron los siguientes resultados:
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- El limite se presenta como un concepto mas del uso cotidiano que un concepto matematico,
por consecuencia no pueden lograr obtener una idea definida de lo qué es el limite. Las ideas
de uso cotidiano generalmente pueden causar obstaculos en la comprensidon de nociones
matematicas.

- En la pregunta planteada de una sucesion infinita 1.9, 1.99, 1.999, 1. 9999999..., como el
progreso de la altura de un arbol con respecto al tiempo, se pregunto si el arbol en algun
momento llegaria a 2 metros de altura. La respuesta fue que nunca llegaria a 2, que seria un
proceso que nunca terminaria, aceptaron que la operacién es convergente y que es infinito,
pero otros alumnos respondieron que el proceso si tiene final, es decir que 1, 9999... = 2
(infinito actual), pero el conflicto es cbmo demostrar en la recta numérica que 1, 9999... es
exactamente igual a 2 ya que puede existir entre ambos nimeros otro nimero real, eso causé
un conflicto en los alumnos en relacionar las ideas del infinito potencial y del actual.

- El obstaculo comun que presentan los estudiantes es ubicar un nimero con cifras infinitas en
la recta numérica, por ejemplo 0.333... algunos consideran que es imposible ubicarlo, otros lo
consideran como una fraccién 3/9 y lo ubican en la recta.

- El nivel de conocimiento del numero real en la recta numérica es muy pobre debido a los
resultados anteriores expuestos, eso causa en un futuro obstaculos para comprender el calculo
infinitesimal.

- Se compard la cantidad de elementos utilizando la correspondencia biunivoca, que tienen
entre el conjunto Zy N, algunos respondieron que faltarian nimeros N para poder contar todos
los nimeros Z, pues el conjunto de los N es menor y no alcanzaria a emparejar todos los
numeros Z, esto puede causar conflictos por la falta de percepcién de la nocién del infinito.
Waldeeg (1996) también en su investigacion presenta los siguientes obstaculos:

- El infinito potencial puede ser un obstaculo para comparar conjuntos infinitos, pues se hace
muy evidente en los resultados de las encuestas, ya que las concepciones de este tipo de
infinito son generalmente: infinito, nunca termina, nunca acaba, es indeterminado, etc., estas
ideas, en cierto grado, no ayuda a percibir la idea del infinito en matematicas.

- A pesar de que se instruye al estudiante que use la correspondencia biunivoca en dos
conjuntos infinitos existe un gran rechazo en aplicarla en el subconjunto propio de un conjunto.

- Las ideas de los estudiantes del infinito fuera del aula pueden funcionar en casos muy
particulares, pero globalmente se contradicen.

Al respecto, interesa hacer un estudio sobre qué concepciones tienen los docentes sobre este
tema y enfatizar cudl de ellas es la mas predominante pues es necesario diferenciar dos tipos de

intuiciones: “las intuiciones primarias, que se desarrollan sobre la base de la experiencia cotidiana,
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antes e independientemente de la instrucciéon académica, de las intuiciones secundarias, adquiridas
mediante la intervencion educativa” (Fischbein, 1987 citado por Belmonte y Sierra, 2011, p. 142). Para
desarrollar con mas detalle estas perspectivas, tomamos como referencia los modelos intuitivos
investigados por Belmonte (2009), Belmonte y Sierra (2011), Llopis (2014) y Montes (2015).

2.3 Concepciones sobre el infinito matematico

La concepcion se empieza con la observacién, pues nos ayuda a construir, desde un principio,
lo que es la idea, por lo tanto: las concepciones “son constructos cognitivos que pueden verse como el
marco subyacente que organiza los conceptos” (Mora y Barrantes, 2008, p. 73). En otras palabras, el
ser humano adquiere un concepto, nocién o idea de algo o de alguien a través de un circulo social,
creencia o costumbres, hasta que los va organizando cuando ya comprende o entiende lo obtenido.
Estas ideas son de suma importancia para el docente, pues las toma como “creencias, conceptos,
significados, reglas, imdgenes mentales y preferencias, conscientes o inconscientes, concernientes a la
disciplina matematica” (Thompson, 1992, p. 132, citado por Montes 2015, p. 30).

La concepcidn del infinito matematico parte también de un entorno social del individuo. En
este nacen concepciones intuitivas ligadas a procesos que nunca terminan y que no siempre son
compatible con las concepciones matematicas. Asi pues:

La distancia entre la concepcién intuitiva y la concepcién matematica o, lo que es lo mismo,

entre el infinito potencial y el actual no se suele contemplar en los institutos, sino que, con

frecuencia, se da por conocido el concepto con toda la problematica que ello conlleva, pues la
concepcidn intuitiva no es suficiente ni funcional para el estudio de la matematica. (Llopis

2014, p. 1)

El proceso del pensamiento intuitivo al matematico no es tan fécil, dado que el primero se basa
en una transicidn empirica, mientras que el segundo utiliza la I6gica e ideas formales. Sin embargo, “las
investigaciones empiricas han mostrado que esto da lugar a una amplisima variedad de conflictos
cognitivos que puede actuar como un obstdculo para el aprendizaje” (Belmonte, 2009, p. 41). Estos
obstaculos al presentarse por el camino del desarrollo del pensamiento formal son naturales en la
ensefianza y aprendizaje, para eso hay que utilizar ciertos recursos que nos ayuden a categorizar las
concepciones de los alumnos para luego introducir las nociones matemadticas del infinito, ese recurso
se llama modelos intuitivos. Los modelos intuitivos son “modelos mentales que responden
completamente a estimulos intuitivos y son aceptados inmediata y sélidamente. Esto quiere decir que
hay una correspondencia directa entre la situacién sugerida y el concepto matematico utilizado”
(Belmonte, 2009, p. 69). En un estudio posterior, Belmonte y Sierra (2011), apoyados en las
investigaciones de Fischbein (1987, 1989, 2001), resumen tres modelos: Indefinicidn, divergencia y
acotado-finito/no acotado-infinito. Los trabajos mencionados, también han sido tomados por otros

autores como Llopis (2014) quien resume seis modelos, que tomamos de referencia en la investigacion
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gue presentamos. Por su parte, Montes (2015) establece los modelos inclusion e infinito=infinito o de
aplanamiento, ademds de los ya mencionados.
2.4. Modelos intuitivos
2.4.1 Modelo de indefinicion

En este modelo el participante calcula u opera con cantidades infinitas sin saber demostrar su
procedimiento o su respuesta. (Figura 6)
Figura 6

Ejemplo del modelo de indefinicion

Situacion 4

Un profesor propone el siguiente ejercicio en clase:

Ordenad por tamariio los siguientes conjuntos:

a) Nimero de estrellas

b) Niimero de granos de arena en la Tierra

c) Numeros naturales {1, 2, 3,4, 5...}

d) Niimero de puntos que caben en un cuadrado de 10 em de lado

e) Numero de células que forman el cuerpo humano

Belmonte, Sierra (2011)

Uno de los alumnos responde: Este ejercicio es imposible. en ningiin caso soy capaz

de contar cuantos hay. asi que todos son infinitos. y no puedo compararlos.

Nota. Extraido de Montes (2015, p. 108)

En referencia a la Figura 6, Montes (2015) sefala: “Este modelo se asocia a la incapacidad de
abordar la situacién, ya sea de conteo o comparacidn de conjuntos, con argumentos del tipo ‘no se
pueden contar porque son infinitos’, y en casos muy extremos, al hecho de hacer consideraciones de
tipo apeironiano sobre el infinito” (p. 108).

Este tipo de modelo manifiesta la “incapacidad de conocer o calcular” (Belmonte y Sierra, 2011,
p. 151) y por consecuencia no se llega a una respuesta correcta. Algunos argumentos que aparecen
son:

No se pueden contar porque son infinitos; no se puede calcular porque no sabemos dénde

acabar; el segmento se puede dividir en muchas mitades de forma que no existe un niumero

concreto; el resultado no se puede calcular porque las fracciones que se suman no llegarian a

terminar; no se puede calcular porque jamas podriamos contar todos los diametros. (Belmonte

y Sierra, 2011, p. 151)

Los argumentos son debidos a que, no es tan facil concebir en un todo el comportamiento de

los conjuntos infinitos, pues generalmente tratamos de relacionarlos con las propiedades de los
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conjuntos finitos y al enfrentarnos con los infinitos se presenta un problema o conflicto cognitivo que
no se logra, a primera vista, comprender.
2.4.2 Modelo de divergencia

En este modelo los participantes observan diferentes figuras y sumas infinitas y afirman que el
resultado no tiene fin, que se acerca indefinidamente a un nimero o que el proceso tiene un final
(Figura 7).
Figura 7

Ejemplo de modelo de divergencia

Situacion 6
Un profesor. en la clase de introduccidn a las series. plantea la siguiente cuestion:

Si estoy en un punto. imaginaos que ¢l origen. y doy un paso de medio metro. luego

uno de un cuarto de metro. otro de un octavo. y asi sucesivamente, ;Ddnde acabaré?
Un alumno responde: Pues a ver. profesor. si vas dando muchos pasos. muchos pasos,
por muy pequeiios que sean. te pasaras del 1 metro. te pasaras de los 2 metros. y asi

con cualquier medida. asi que te iras al infinito.

Nota. Extraido de Montes (2015, p. 108)

En referencia a la Figura 7, Montes (2015) sefiala:
Esta situacién responde a un tdépico sobre el que hemos encontrado poca literatura de
investigacion en materia didactica, como es la suma de series. Este modelo, detectado por
Belmonte (2009), y sobre el que se profundizé en Belmonte y Sierra (2011), esta ligado a la
sistematica designacion de ‘infinito’ como el resultado de la suma de cualquier cantidad infinita
de objetos matematicos. Este patrén de pensamiento estd ligado a la propiedad arquimediana
que afirma que la suma de infinitas cantidades finitas da un resultado infinito, y que requiere la
consideracion de elementos ‘no arquimedianos’ para su contraejemplificacidon, que estaran
fuera del contexto de los niumeros enteros, de cuyas propiedades se extiende esta falsa
generalizacion. (p. 109)
Este modelo también estd relacionado con la “divisibilidad indefinida” (Belmonte y Sierra,
2011, p. 160), generalmente se usan en los temas de limites y que es una manifestacion del infinito
potencial, es decir que a medida que uno va desarrollando el problema los argumentos estdan mas
direccionados al infinito potencial, donde aparecen términos como el resultado es demasiado grande
o demasiado pequeiio. Aqui se presenta el resultado de una suma infinita de dos o varios conjuntos u

operaciones “sin considerar en absoluto su eventual convergencia” (Belmonte y Sierra, 2011, p. 160),
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este modelo responde a “la propiedad arquimedeana la suma de infinitas cantidades finitas da un
resultado infinito” (Belmonte y Sierra, 2011, p. 160).

En este modelo también aparecen ideas o argumentos como “cada vez crecerd menos o bien
gue cada vez crecera mas despacio; pero siempre crecerd; si pones todas las cantidades de estos
segmentos dentro de un segmento de un metro acabas por pasarte del extremo” (Belmonte y Sierra,
2011, p. 162), “crece indefinidamente, siempre que esté sumando, la suma crece sin parar” (Llopis,
2014, p. 29).

2.4.3 Modelo acotado-finito/no acotado-infinito

En este modelo los participantes establecen una relacién entre un conjunto acotado o no
acotado con el cardinal de sus elementos.
Figura 8

Ejemplo de modelo acotado-finito/no acotado-infinito

Situacion 7/
Un alumno. después de una clase sobre teoria de conjuntos. pregunta:
Profesor, yo tengo una duda, a ver. como [0.1) estd acotado y [0.22) no lo esta,

jentonces en el segundo conjunto hay mas elementos que en el primero, no?

Nota. Extraida de Montes (2015, p. 109)

En referencia de la Figura 8, Montes (2015) sefiala:

Este ejemplo se generd como un posible ejemplo del modelo derivado de asociar acotado a

finito y no acotado a infinito (Belmonte y Sierra, 2011). Asi, la comparacién entre el intervalo

unitario y el de los niUmeros positivos, podria generar también la posibilidad de explorar las
representaciones de la demostracidon de la igualdad de elementos. Igualmente, existia la
posibilidad de centrar la discusidon en qué hacer si se pretende comparar el intervalo [0,1] con
los reales positivos, en pos de explorar si el profesor considera el infinito como un elemento

sujeto a corporeizacion. (p. 109)

Este modelo también se relaciona con la nocién de cota de un conjunto de elementos, también
hay argumentos relacionados con dicho modelo como “llega un momento en que ya no caben mas
circulos en el triangulo porque llegamos al vértice (...), la suma de todos los didmetros sera como
mucho la altura del tridngulo” (Belmonte y Sierra, 2011, p. 164), “porque no estan acotados” (Llopis,
2014, p. 29).

2.4.4 Modelo punto — marca
Este modelo “consiste en atribuir dimensiones o una naturaleza material a un punto

geomeétrico para comparar conjuntos geométricos” (Llopis, 2014, p. 20).
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Figura 9

Ejemplo del modelo punto- marca

Situacion 3
Profesor: Tres lineas rectas no siempre se cortan en un mismo punto, ;verdad?

Alumno: Depende del tamaio del punto, ;no?

Nota. Extraido de Montes (2015, p. 107)

En referencia a la Figura 9, Montes (2015) seiiala:
Este extracto refleja el resultado coloquialmente conocido en circulos matematicos como ‘El
teorema del punto gordo’, que no es sino la atribucidn de dimensiones o una naturaleza
material a un punto geométrico (Belmonte y Sierra, 2011), contemplado por Fischbein (1987)
o D’Amore et al. (2006), denominandolo modelo de collar de puntos. Este tipo de
razonamiento genera problemas, dado que conceptualiza el punto como un circulo, lo que
lleva a problemas de comparacion entre elementos geométricos. (p. 107)
En este caso sucede que el concepto del punto geométrico lo asemejan al concepto del circulo
geométrico, asi vemos argumentos como: Depende del grosor de la punta del lapiz.
2.4.5 Modelo infinito = infinito
En este modelo se comparan dos o mas conjuntos infinitos llegando a la conclusién de que
tienen la misma cardinalidad de elementos.
Figura 10

Ejemplo del modelo infinito=infinito

Situacion 2

Mas tarde, en la misma clase, el profesor demuestra que R no es numerable, a lo que
un alumno pregunta:

Maestro, aunque no sea numerable, ;N y R siguen teniendo el mismo nmimero de
elementos, no?

Profesor: ;Por qué lo preguntas?

Alumno: Como ambos tienen infinitos elementos....

Nota. Extraida de Montes (2015, p. 107).
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En referencia a la Figura 10, Montes (2015) sefiala:

En esta situacién se desarrollé atendiendo al modelo infinito=infinito (Fischbein, 1987;

Fischbein et al. 1979) o de aplanamiento (Falk, 1994; D’Amore y Arrigo 2006), en el que el

sujeto obvia las caracteristicas cardinales de los conjuntos, y concibe todos los entes infinitos

como iguales, atribuyéndoles el caracter indefinido que genera la equivalencia entre todos
ellos. Asi, este ejemplo muestra a un alumno obviando la no numerabilidad de los nimeros
reales, afirmando que como ambos son conjuntos infinitos, han de tener el mismo nimero de

elementos. (p. 107)

A partir de los autores que revisa Belmonte y Sierra (2011), a este modelo lo denominan
modelo de aplanamiento, en el que las cantidades infinitas tienen la misma equivalencia. De esta
manera, se le asigna el mismo cardinal a los conjuntos infinitos. Aqui se pueden encontrar respuestas
similares a: “ambos conjuntos son infinitos” (Llopis, 2014, p. 29).

2.4.6 Modelo de inclusion

En este modelo se determina qué concepciones del infinito matematico son relacionadas con
las ideas de la finitud, asi pues, los participantes tratan de encontrar alguna relacidn entre lo infinito y
lo finito (Figura 11).

Figura 11

Ejemplo del modelo de inclusion

Situacion 1
Un profesor esta explicando en una clase elementos relacionados con los numeros. y

establece la correspondencia biunivoca entre los naturales y los pares.

Un alumno dice: ;Como va a haber los mismos numeros pares que los naturales?

iPero s1 los pares estan dentro de los naturales!

Nota. Extraida de Montes (2015, p. 106)

En referencia a la Figura 11, Montes (2015) seiiala:

Esta situacion esta basada en el modelo intuitivo de inclusién (Fischbein, et al., 1979; Fischbein
1987; Tirosh Fischbein y Dor, 1985; Falk 1994), ligado al principio holistico ‘el total es mayor
que sus partes’. En la propia situacién se indica que el profesor ha mostrado la igualdad
cardinal entre ambos conjuntos, lo que causa una contradiccién para el alumno, debido a la

Iégica conjuntista que subyace al razonamiento, valida en conjuntos finitos. (p. 106)
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Es decir que, en situaciones donde los alumnos buscan el cardinal de dos o mas conjuntos
infinitos, operando con las propiedades de los conjuntos finitos y al realizar esto aparecen los conflictos
sin llegar a una conclusién o argumento.

Segun los estudios de Belmonte y Sierra (2011), este modelo tiene relacién con el axioma de
Euclides: el todo es mayor que las partes. Por ejemplo, en la expresion “el cuadrado tiene mas puntos
qgue el segmento” (Llopis, 2014, p. 32), se verifica que el segmento es una parte del todo que seria el

cuadrado.



Capitulo 3. Marco metodoldgico

3.1 Tipo de investigacion

La investigacion se encuentra dentro del paradigma interpretativo o cualitativo (Pérez Serrano,
1994), porque pretendemos escribir las concepciones que tienen futuros profesores y profesores en
ejercicio de matematica de secundaria sobre el infinito matematico. Se trata de un estudio basico de
nivel descriptivo (McMillan y Schumacher, 2005), pues se busca ampliar el conocimiento en torno a las
concepciones sobre el infinito matematico. Como ya se dijo en el apartado de antecedentes, no se han
encontrado estudios locales ni nacionales, pese a ser un concepto que se aborda en la matematica
escolar, aunque de modo implicito. La metodologia empleada es mixta porque si bien se busca
visualizar aspectos cualitativos de los datos recogidos mediante un cuestionario de respuesta abierta,
también pretendemos hacer un recuento de cudles son las concepciones del infinito matematico que
se manifiestan y en cuantos informantes se evidencia cada una de dichas concepciones.
3.2 Contexto de los informantes

En esta investigacidn participaron 6 informantes: tres profesores en ejercicios, de los cuales
dos egresaron el 2009 y uno el 2013, y tres estudiantes para profesor de matematica de secundaria
que, al momento de completar el cuestionario, cursaban el VIl ciclo de la carrera y egresaron el 2022.
Hay que recalcar que los egresados se formaron bajo un plan de estudios predominantemente,
disciplinar y cursaron cinco asignaturas de célculo?, mientras que los futuros profesores se formaron
con un plan de estudios con mayor énfasis didactico que el primero3. De hecho, de los 6 participantes
el 83,3% estudiaron con cierta profundidad el tema de integrales, el 66,7% derivadas, el 50%
sumatorias y sucesiones y el 33,3% integrales (Figura 12).
Figura 12
Temas relacionados con el infinito que han estudiado los informantes

4. jHa estudiado en la formacién de pregrado, con cierta profundidad, alguno(s) de
los siguientes temas?

6 respuestas

Sumatorias 3 (50 %)

Sucesiones 3 (50 %)
Limites 5(83.3 %)
Derivadas 4 (66.7 %)
Integrales 2(333 %)

Ningune

2 El plan de estudios anterior al 2015 considera las asignaturas: Introduccién al célculo, Célculo |, Calculo Il
Calculo 1l y Andlisis matematico.

3 Los futuros profesores de matematica de secundaria se formaron en el plan de estudios 2015 que contine dos
asignaturas de calculo: Calculo | (VII ciclo) y Calculo 11 (IX ciclo).
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También es importante enfatizar que el 16,7% ha ensefiado en el tema de integrales, el 33,3%
los temas de sumatorias y limites, el 50% el tema de sucesiones y el 33, 3% no ha enseifado ninguno
de ellos. Ademas, solo el 66,7% ha ejercido la docencia en el drea de matematica.

Los informantes desarrollaron el cuestionario de manera virtual debido a la pandemia del
Covid 19.

3.3 Recogida de datos: el cuestionario

Para conocer las diferentes concepciones sobre el infinito que tienen los informantes se aplica
un cuestionario de respuesta abierta. Este consta de 20 preguntas que han sido tomadas, y en algunos
casos adaptadas, de las investigaciones de Belmonte (2009) y Llopis (2014). Las preguntas abordan
cinco tépicos (conjuntos, divisibilidad, convergencia, operatividad y lenguaje) y usan cuatro sistemas
de representacion (numérico, geométrico, grafico y verbal (Tabla 1).

Tabla1

Preguntas del cuestionario, tépicos y sistemas de representacion abordados

PREGUNTA REFERENCIA
P1. ¢ Qué conjunto tiene mas nimeros? Llopis (2014, p. 28)
N={1, 2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta. Tépico: Conjuntos

S.R.: Numérico

P2. { Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos? Llopis (2014, p. 31)
A B Tdpico: Conjuntos
C D

S.R.: Geométrico
Explica tu respuesta.

P3.Observa la siguiente funcién cuadraticay =x2+ x + 1. Si tomamos
el tramo de curva entre Ay B, éddnde hay mas puntos, en el intervalo [1, 4] Llopis (2014, p. 35)
de la variable x o0 en el tramo de curva AB? Explica tu respuesta.

Tdpico: Conjuntos

S.R.: Gréfico

P4. i Dénde crees que hay mas nimeros reales, en el intervalo [0, 1] o enla Belmonte (2009, p.240)
semirrecta [0, =2)? ¢ Por qué?

Tépico: Conjuntos

S.R.: Verbal




41

PREGUNTA

REFERENCIA

P5. Considera un nimero positivo cualquiera. A continuacién, lo divides
entre dos; el resultado lo vuelves a dividir entre dos; el resultado de nuevo
entre dos y asi sucesivamente. éQué resultado se obtendra al final? éPor
qué?

Belmonte (2009, p.254)

Tdpico: Divisibilidad

S.R.: Numérico

P6. Se tiene un tridngulo equildtero. En primer lugar, se unen los puntos
medios de los lados de este tridngulo formando un nuevo tridngulo
equildteroy se colorea uno de los tridngulos resultantes. Luego, realizamos
la misma tarea con el tridngulo central. Y asi sucesivamente.

A) ¢Tiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) ¢ CoOmo serad el area resultante?

a. Una cantidad finita

b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular

A

V.

@y

Llopis (2014, p.33)

Tépico: Divisibilidad

S.R.: Geométrico

P7. A continuacion un grupo de segmentos de cantidad infinita, donde la
longitud de cada trozo es la mitad del anterior, y los vas uniendo uno junto
a otro, ¢obtendrds un segmento mas largo que el de Im? ¢ Cuanto medira
cuando los hayas unido todos?

1m

Belmonte
p.269)

(2009,

Tépico: Divisibilidad

S.R.: Gréfico

P8. Imaginate que tienes una hoja de papel. La divides en dos trozos
iguales y te quedas con uno de ellos. La parte con la que te has quedado la
vuelves a dividir en dos partes iguales y te quedas con una de ellas. Y asi
sucesivamente. ¢Se podra repetir el proceso tantas veces como quiera?
Justifica tu respuesta.

Llopis (2014, p.35)

Tépico: Divisibilidad y
Convergencia

S.R.: Verbal

11 1
P9. De la siguiente suma 2+ 1 + E+ Z+ §+ .-+ su resultado:

a. Crece indefinidamente

b. Decrece indefinidamente

c. Se acerca indefinidamente a un nimero
d. Otra respuesta ...

Justifique su respuesta.

Llopis (2014, p.29)

Toépico: Divisibilidad y
Convergencia

S.R.: Numérico
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PREGUNTA

REFERENCIA

P10. Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un
segmento en dos partes iguales, tomar una de esas mitades y volverla a
dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos M, N, O y P son los puntos
medios de los segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

A 1 N 0 B
% % =X

Si se sigue haciendo este proceso, écrees que es posible llegar a una
situacién en la que el punto medio coincida con el punto B? Justifica tu
respuesta.

Llopis (2014, p.40)

Tépico: Convergencia

S.R.: Geométrico

P11. { Cuanto suman los diametros de todos los circulos de la siguiente
figura si contindan haciéndose cada vez mas pequefios?

a) Una cantidad finita, écual?

Belmonte (2009,

p.272)

Tépico: Convergencia

S.R.: Gréfico

b) Una cantidad infinita, ¢ por qué? anie

c) No se puede saber, éipor qué?

P12. Considera la siguiente sucesién de nimeros: 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; Be2I;n7c;nte (2009,
p.

0,00001 - - -
Si continuamos escribiendo numeros, écrees que se llega a algun valor?
écudl? Explica tu respuesta.

Tépico: Convergencia

S.R.: Verbal

P13. ¢ Existe algun numero entre 1,9y 2?, Justifique su respuesta.

Belmonte
p.263)

(2009,

Tépico: Operacional

S.R.: Numérico

P14. En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4,
respectivamente. ¢ Tienen estas la misma cantidad de puntos?

Belmonte
p.238)

(2009,

Tépico: Operacional

S.R.: Geométrico

P15. { Crees que existen diferentes tamafios de infinito? Si es asi, indica un
ejemplo de cada uno de ellos; trata de graficar tu respuesta, en caso
contrario, justifica tu respuesta.

Belmonte
p.246)

(2009,

Tépico: Operacional

S.R.: Gréfico




43

PREGUNTA

REFERENCIA

P16.Indica cual(es) de las expresiones es la correcta. Justifica tu respuesta:
a) 0,9<1

Llopis (2014, p.30)

Tépico: Operacional

b) 0,9=1

c) 0,9>1 S.R.: Verbal

P17 ¢Puedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...? Si es BeIm(;nte (2008,
p.282

posible escribe el resultado. De lo contrario explica por qué.

Tépico: Lenguaje

S.R.: Numérico

P18. Supdn que tienes que rellenar el interior de un cuadrado de 10 cm de
lado con puntos. ¢Puedes indicar qué cantidad de puntos cabrian? ¢Y en
uno de 30 cm de lado? Explica tus respuestas

Belmonte (2009,
p.230)

Tépico: Lenguaje

S.R.: Geométrico

P19. Si observas el proceso siguiente, parece que rotando sucesivamente
un par de rectas paralelas se puede obtener un circulo é{Se puede
determinar el niumero total de rectas para obtener el circulo? Justifica tu
respuesta.

Belmonte (2009,
p.302)

Tépico: Lenguaje

S.R. Grafico
P20. Escribe al menos tres palabras, expresiones o frases que signifiquen Belmc))nte (2009,
0.292

lo mismo que infinito. También puedes realizar un dibujo sobre el infinito.

Tépico: Lenguaje

S.R.: Verbal

Una vez estructurado el cuestionario se hizo la validacién por juicio de expertos (Anexo 1) y

luego de ello, se difundio a los informantes (egresados y estudiantes en el 2021), via correo o mensaje

personal de teléfono, el enlace

del

cuestionario

(https://docs.google.com/forms/d/1FgxL9CvLIQgV7hCKOfk73D26idym1LXZ09NcLZ69KEE/edit),

realizado con la aplicaciéon Forms de Google (Figura 13)


https://docs.google.com/forms/d/1FqxL9CvLJQgV7hCK0fk73D26idym1LXZ09NcLZ69KEE/edit
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Figura 13

Presentacion del cuestionario al informante

Cuestionario para profesores de «
matematica de secundaria

La presente investigacion es conducida por Gustavo Cristhian Rebolledo Benites, egresado de la Facultad de
Ciencias de la Educacidon de la Universidad de Piura. El objetivo de dicho estudio es describir las concepciones
del infinito matematico que manifiestan los futuros profesores y profesores de matematicas de secundaria

Si usted desea participar en esta investigacion debera completar este cuestionario de 20 preguntas de
respuestas abiertas sobre la concepcion del infinito en matematico, lo cual le tomara aproximadamente 40-60
minutos

La participacién es voluntaria y los datos recogidos se trataran de manera andnima y confidencial. Solicito su
colaboracion para desarrollar las preguntas propuestas, asegurandole el tratamiento andnimo de la informacion

3.4 Anadlisis del cuestionario

El estudio de las respuestas se realiza mediante el andlisis de contenido (Pérez Serrano, 1994),
tomando como referencia los Modelos Intuitivos estudiados por Belmonte (2009), Belmonte y Sierra
(2011), Llopis (2014) y Montes (2015). Si bien ese desarrollo tedrico (apartado 2.4) es la referencia para
analizar cada respuesta (Tabla 2), no se elabordé un listado de indicadores a priori. Estos emergieron
durante el proceso de analisis y se presentan en el siguiente capitulo.
Tabla 2

Indicadores de andlisis de cada modelo intuitivo sobre el infinito matemdtico

Categorias Descripcion de la categoria

Modelo de Inclusién La concepciéon del participante estd relacionada con la teoria
euclidiana: “El todo es mayor que sus partes”, por lo tanto, llega a la
conclusion que hay diferentes tamafios de infinitos.

Modelo Infinito=infinito La concepcidn del participante le lleva a concluir que las diferentes
clases de infinitos son equivalentes.

Modelo Punto-marca La concepcion del participante sobre la cantidad de puntos dependera
del tamafio o grosor del punto.

Modelo de Indefinicidn La concepcidn del participante se manifiesta en no tener la capacidad
de argumentar, calcular u operar con cantidades infinitas, por lo tanto,
no logra obtener una respuesta apropiada.
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Categorias Descripcion de la categoria

Modelo de divergencia La concepcidn del participante empieza al observar sumas o figuras
infinitas atribuye que el resultado es infinito, que nunca acabard
(Infinito Potencial) o puede atribuir la operacion como un todo o como
un solo conjunto (Infinito Actual).

Modelo  acotado-finito/no La concepcidon del participante no logra establecer la relacion de
acotado-infinito cardinalidad entre dos intervalos acotados o no acotados.

Las descripciones anteriores constituyen la parte cualitativa de la investigacidon que se integra
con el recuento de las concepciones manifestadas por los informantes, lo cual permite verificar cudl
de dichos modelos es el que mas predomina, lo cual representa la parte cuantitativa del estudio. La
utilizacion de ambos enfoques, cualitativo y cuantitativo, resulta coherente con el método mixto que

ya se ha indicado al inicio del capitulo.






Capitulo 4. Andlisis y resultados
4.1 Codificacion y elementos del analisis

Para el analisis de las respuestas se asigné a todos los informantes una codificacidn en la que
se incluye un nimero de participante, la caracteristica de ser docente (D) o futuro docente (F) y el afio
de egreso. Por ejemplo, si el cédigo es 1D2013 se hace referencia a las concepciones del docente 1 que
egresé el 2013.

Las respuestas dadas por los informantes se clasificaron segin los 6 modelos intuitivos de
concepciones sobre el infinito, tomados de Belmonte (2009), Belmonte y Sierra (2011), Llopis (2014) y
Montes (2015), a los que denominamos categorias (Tabla 2). Tal como se describié en el capitulo
anterior, durante el proceso de andlisis emergieron indicadores (Tabla 3) que permiten estructurar la
comunicacién de resultados que presentamos.

Tabla3

Indicadores emergidos del andlisis

N° preguntaen la

Indicador emergido . ‘.
que se evidencié

Categorias

., Compara conjuntos infinitos concluyendo que 1,2,3,4,14
Modelo de Inclusion : . o S
existen diferentes tamafios de infinitos.
Modelo Infinito=infinito Compar.a conjuntos infinitos concluyendo que 1,2,3,4,14,16
son equivalentes.
Atribuye dimensiones o medidas a puntos
Modelo Punto-marca geométricos para comparar  conjuntos 6,8

infinitos.

Modelo de Indefinicién

Calcula u opera con cantidades infinitas sin
conocer su procedimiento o su respuesta.

1,6,7,10,11,15,17,19,
20

Modelo de divergencia

Calcula diferentes figuras y sumas infinitas
afirmando que el resultado no tiene fin o que

1,2,4,5,6,7,9, 10,
11,12,13,14, 16, 17,

se acerca indefinidamente a un niumero. 18, 19, 20
- Establece una relaciéon entre un conjunto
Modelo acotado-finito/no .
acotado o no acotado con el cardinal de sus 17

acotado-infinito
elementos

Los indicadores emergieron al analizar y clasificar las respuestas de los participantes segun los
modelos intuitivos descritos en el marco tedrico. En este proceso se evidencid que, segun las
respuestas dadas por los informantes, algunas preguntas guardaban relacién con mas de un modelo
(Tabla 3). Por ejemplo, el item 1 se asocia con los modelos de inclusidn, infinito=infinito, de indefinicion
y de divergencia.

También, en esta tabla, verificamos que de las 20 preguntas el 85% (17 preguntas) se asocian
con el modelo de divergencia y el 45% (9 preguntas) con el modelo de indefinicion. Esto nos da a
entender que hay aun dificultades para comprender la concepcidn del infinito matematico, pues se

esperaba que las concepciones apunten al modelo infinito=infinito, porque es el que tiene relacion con
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el infinito actual. Sin embargo, solo 6 preguntas (30%) de las 20, se relacionan a este modelo, lo que
nos hace pensar que hay dificultad para concebir el infinito matematico de manera abstracta.
4.2 Concepciones relacionadas con los modelos de intuicion
4.2.1 Modelo de inclusion
En este modelo los participantes comparan conjuntos infinitos concluyendo que existen

diferentes tamarios de infinitos.

P1. ¢Qué conjunto tiene mas nimeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Esta pregunta es de sistema de representacién numérica. Solo un informante (16,7%)
proporciona una respuesta que tienen relacién con esta concepcion:

El primer conjunto, porque la razén es 1 en cambio en el sequndo la razon es de dos (nimeros

pares), ademds inicia desde el 2 hasta el infinito y el primer conjunto inicia desde 1 hasta el

infinito (6F2022).

P2 ¢Cual de los siguientes segmentos posee mas puntos?

A B
(OGN D

Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacion geométrico. Solo un informante (16,7%) se limita a
observar la grafica y concluye que uno de los conjuntos tiene mas puntos que el otro:
Si solo nos cefiimos al grdfico de la figura la respuesta seria que el segmento CD posee mds

puntos (2D2013).

P3. Observa la siguiente funcidn cuadratica y = x2 + x + 1. Si tomamos el tramo de curva entre A
y B, ¢donde hay mas puntos, en el intervalo [1, 4] de la variable x o en el tramo de curva AB? Explica

tu respuesta.
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Esta pregunta es de sistema de representacion grafica. Solo un participante (16,7%) responde
a esta pregunta en relacion con este modelo:

Bueno definitivamente creo que en el tramo de la curva AB hay mds puntos (2D2013).

P4 ¢Ddnde crees que hay mds numeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, o)? ¢ Por

qué?

Pregunta de sistema de representacion verbal. Solo dos participantes (33,3%) afirman que en
uno de los intervalos hay uno o mas nimeros reales:

En el intervalo, hay un niumero real mds (1D2009).

En la semirrecta, porque va hacia el infinito. En el primer caso se sabe que entre un numero y

otro hay infinitos numeros, pero en el sequndo caso a pesar de ser una semi recta hay mds

numeros reales (6F2022).

P14 En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. ¢ Tienen estas la

misma cantidad de puntos?

Pregunta de sistema de representacién geométrico. Solo un participante (16,7%) afirma que:

si tenemos dos segmentos de diferente distancia podemos afirmar que, aunque sus medidas son
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diferentes y concretas, sus puntos son infinitos lo cual no nos permite afirmar si una tiene mds puntos

que la otra (2D2013).
4.2.2 Modelo infinito=infinito

En este modelo los participantes comparan conjuntos infinitos concluyendo que son

equivalentes.

P1 ¢Qué conjunto tiene mas nimeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de referencia numérica. Dos participantes (33,3%) responden dentro de

este modelo, al afirmar lo siguiente:
Tienen igual cantidad (1D2009).

Al tratarse numeros naturales infinitos, estos no tienen un limite y ambos conjuntos tienen la

misma caracteristica (5F2022).

P2 ¢ Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos?

A B
C - D

Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacidon geométrica. Tres participantes (50%) responden segin

este modelo:
Tienen igual cantidad. Porque si se traza una recta secante que corte al segmento AB también
lo hard con el segmento CD (1D2009).
Desde esa perspectiva ambos segmentos poseen los mismos puntos (3D2009).

Ambos tienen igual, ya que una recta cualquiera que sea siempre posee infinitos puntos

(6F2022).

P3 Observa la siguiente funcidn cuadratica y = x2 + x + 1. Si tomamos el tramo de curva entre Ay

B, éddnde hay mads puntos, en el intervalo [1, 4] de la variable x o en el tramo de curva AB? Explica

tu respuesta.
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-9
9

Pregunta de representacion grafica. Tres participantes (50%) afirman que ambos conjuntos
tienen igual cantidad de puntos.

Ambos conjuntos tienen igual cantidad de puntos (1D2009).

Ambas tienen la misma cantidad de puntos (6F2022).

Creo que tendrian los mismos puntos, ya que si consideramos a la recta como una funcion

constante con dominio [1, 4] y a la vez tenemos el mismo dominio para la funcidn cuadrdtica,

tendriamos como resultado que para el mismo valor de x (el mismo punto) tendriamos un rango

asignado segun el tipo de funciéon que observamos (3D2009).

P4 ¢ DAnde crees que hay mas numeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, =2)? ¢ Por

qué?

Pregunta de sistema de referencia verbal. Un participante (16,7%) esta de acuerdo con que
ambos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos:

Ambos hay la misma cantidad (2D2013).

P14 En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. ¢ Tienen estas la

misma cantidad de puntos?

Pregunta de sistema de representacién geométrica. Dos participantes (33,3%) proporcionan

respuestas que estan dentro de este modelo.
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Si. Ya que cada radio de 4 que se pueda trazar en la circunferencia grande contiene a un radio
de 2u (1D2009).

Si, ya que como son circunferencias concéntricas se puede trazar el punto inicial de la mds
pequefia con el punto inicial de la mds grande y asi mismo cuando concluiria con la

circunferencia pequefia también terminaria con la circunferencia grande (3D2009).

P16 Indica cudl(es) de las expresiones es la correcta. Justifica tu respuesta:
a 09<1
b) 0,9=1
¢ 09>1

Pregunta de sistema de referencia verbal. Solo un participante (16,7%) manifiesta la
concepcion del infinito actual, dando por terminada la operacién.

Esla b, ya que, si utilizamos el concepto de fraccion generatriz, nos dariamos cuenta de que al

transformarla en una fraccion nos daria como resultado 9/9 y esto equivaldria a 1 (3D2009).
4.2.3 Modelo punto-marca

En este modelo los participantes atribuyen dimensiones o medidas a puntos geométricos para

comparar conjuntos infinitos.

P6 Se tiene un triangulo equilatero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de este
triangulo formando un nuevo tridngulo equilatero y se colorea uno de los triangulos resultantes.
Luego, realizamos la misma tarea con el triangulo central. Y asi sucesivamente.

A) éTiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) éCémo serd el area resultante?

a. Una cantidad finita
b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular
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Pregunta de sistema de representaciéon geométrico. Un participante (16,7%) enuncia una
respuesta que esta dentro de este modelo:

Este proceso no tiene fin, se puede hacer de manera infinita. Sin embargo, es necesario aclarar

que este proceso no se puede hacer en la realidad, ya que, al tomar una hoja de papel y un

ldpiz, va a depender mucho del grosor de la punta del Idpiz hasta donde se pueda llegar. Pero
geométricamente hablando, este proceso en el plano puede darse de manera infinita. No se
puede calcular (5F2022).

Aunque esta Ultima respuesta tienen alguna relacién con el modelo de divergencia: este
proceso no tiene fin, se puede hacer de manera infinita, y también del modelo de indefinicidn: no se
puede calcular, pero el origen de estas parte de este argumento: Sin embargo, es necesario aclarar que
este proceso no se puede hacer en la realidad, ya que, al tomar una hoja de papel y un Idpiz, va a
depender mucho del grosor de la punta del Idpiz hasta donde se pueda llegar, por lo tanto esta

respuesta se relaciona con el modelo punto — marca.

P8 Imaginate que tienes una hoja de papel. La divides en dos trozos iguales y te quedas con uno de
ellos. La parte con la que te has quedado la vuelves a dividir en dos partes iguales y te quedas con
una de ellas. Y asi sucesivamente. ¢Se podra repetir el proceso tantas veces como quiera?

Justifica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacion verbal. Tres participantes (50%) responden que
Tedricamente si, pero prdcticamente no (1D2009).
Si se podrad repetir el proceso cudntas veces uno quiera, pero realizado con material concreto
la herramienta (el papel) seria el limitante (2D2013).
Deberia ponerse, pero como el papel se va a terminar ya que no tenemos una mdquina que lo
haga tan diminuto, por lo que opino que no se podria ya que existe un limite en dicho proceso
(6X2022).

4.2.4 Modelo de indefinicion

En este modelo los participantes calculan u operan con cantidades infinitas sin conocer su

procedimiento o su respuesta.

P1 ¢Qué conjunto tiene mas numeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacion numeérica. Dos participantes (33.3%) argumentan lo

siguiente:



54

Lo cual me hace dudar mi respuesta de que el conjunto N tiene mds numeros (2D2013).

No se puede precisar la cantidad exacta de numero (3D2009).

P6 Se tiene un tridngulo equiladtero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de este
triangulo formando un nuevo tridngulo equilatero y se colorea uno de los tridngulos resultantes.
Luego, realizamos la misma tarea con el tridngulo central. Y asi sucesivamente.

A) ¢Tiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) éCdmo sera el area resultante?

a. Una cantidad finita

b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular

//\\\
4

Pregunta de sistema de representacion geométrico. Un participante (16,7%) emite una
respuesta que estd dentro de este modelo.

No. No se puede calcular (4F2022).

P7 A continuacidn un grupo de segmentos de cantidad infinita, donde la longitud de cada trozo es
la mitad del anterior, y los vas uniendo uno junto a otro, iobtendras un segmento mas largo que el

de 1m? ¢ Cuanto medira cuando los hayas unido todos?

1m

Pregunta de sistema de representacion grafico. Dos participantes (33,3%) proporcionan

respuestas que estan dentro de este modelo.
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Mads pequeiios eran inciertos que representar (2D2013).
Eso es imposible de determinar con toda con precision y a la vez que es imposible saber la

medida al unirlos a todos (5F2022).

P10 Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos partes
iguales, tomar una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos M, N, O

y P son los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

A 1 N 0 B
% W L

Si se sigue haciendo este proceso, icrees que es posible llegar a una situacion en la que el punto

medio coincida con el punto B? Justifica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacién geométrico. Un participante (16,7%) responde lo
siguiente:
Es imposible llegar a una situacion en la que el punto medio coincida con el punto B, pero aun

asi si hablamos pensando matemdticamente, esto es imposible que se lleque a dar (5F2022).

P11 ¢Cudnto suman los didmetros de todos los circulos de la siguiente figura si contindan haciéndose

cada vez mas pequefios?

a) Una cantidad finita, écual?
b) Una cantidad infinita, é por qué?

c) No se puede saber, ipor qué?

Pregunta de sistema de representacién gréafico. Dos participantes (33,3%) responden de
acuerdo a este modelo.

Es finita porque cada didmetro nuevo es una fraccion, pero no sé cudl (1D2009).
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No se puede saber (4F2022).

P15 ¢Crees que existen diferentes tamanfios de infinito? Si es asi, indica un ejemplo de cada uno de

ellos; trata de graficar tu respuesta, en caso contrario, justifica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacidon grafica. Un participante (16,7%) manifiesta lo
siguiente:
No existen distintos tamafos de infinito, el infinito es una palabra que es sinénimo de ilimitado

por lo que, el tamario, sino que este no tiene fin (5F2022).

P17 ¢Puedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...7 Si es posible escribe el resultado.

De lo contrario explica por qué.

Pregunta de sistema de representacion numérico. Un participante (16,7%) proporciona su
respuesta para este modelo.

No sé puede, porque en ambos hay numeros infinitos (6F2022).

P19 Si observas el proceso siguiente, parece que rotando sucesivamente un par de rectas paralelas
se puede obtener un circulo ¢Se puede determinar el nimero total de rectas para obtener el circulo?

Justifica tu respuesta.

X

Pregunta de sistema de representacion grafico. Tres participantes (50%) emiten respuestas
estan dentro de este modelo.

No, el circulo estd conformado por una sucesion infinita de puntos (6F2022).

No se obtendrd un numero total de rectas para construir un circulo, otra debemos separar el

concepto de la figura con su representacion concreta (2D2013).

No es posible definir el nimero de rectas (1D2009).

P20 Escribe al menos tres palabras, expresiones o frases que signifiquen lo mismo que infinito.

También puedes realizar un dibujo sobre el infinito.
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Pregunta de sistema de referencia verbal. Un profesor (16,7%) emite una respuesta que esta

dentro de este modelo.

No encuentro otra. En algunos casos podria ser equivalente (1D2009).

4.2.5 Modelo de divergencia
En este modelo los participantes calculan diferentes figuras y sumas infinitas afirmando que

el resultado no tiene fin o que se acerca indefinidamente a un nimero

P1 ¢Qué conjunto tiene mas nimeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacién numérica. Tres participantes 2 (50%), responden que:
Se obtiene un numero real cada vez mds pequeiio (6F2022).

Ambos son infinitos (2D2013).

Ambos tienen infinitos numeros (4F2022).

P2 ¢ Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos?

A B
C .

Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacion geométrico. Dos participantes (33,3%), proporcionan

respuestas que estan relacionadas a este modelo.
Ninguno. Ambos tienen infinitos puntos (4F2022).

Ambos tienen infinitos puntos, por lo tanto, ninguno de los dos segmentos tiene mds puntos

que el otro (5F2022).

P4 ¢ DAnde crees que hay mas numeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, o2)? ¢ Por

qué?

Pregunta de sistema de referencia verbal. Dos participantes (33,3%) estdn de acuerdo con que

ambos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos:
En ambos casos hay infinitos niumeros reales (3D2009).

Ambos tienen numeros infinitos (5F2022).
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P5 Considera un numero positivo cualquiera. A continuacién, lo divides entre dos; el resultado lo
vuelves a dividir entre dos; el resultado de nuevo entre dos y asi sucesivamente. ¢ Qué resultado se

obtendra al final? ¢ Por qué?

Pregunta de sistema de representacion numérica. Los seis participantes (100%) proporcionan
respuestas de este modelo:

El resultado tiende a cero (1D2009).

Resulta una ley de formacion, progresion geométrica de numeros con una razon igual a %

(2D2013).

Creo que no habria final, sino una tendencia hacia el cero, ya que por mds que sigamos

dividiendo, nos acercariamos al cero, pero nunca llegariamos a é/ (3D2009).

Cero (4F2022).

No habrad un resultado final, ya que esta operacion (dividir entre dos) nos llevard a un nimero

que puede ser operado de la misma forma que el anterior, y esto ocurrird de manera infinita si

se quiere (5F2022).

Se obtiene un numero Real cada vez mds pequefio (6F2022).

P6 Se tiene un tridngulo equilatero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de este
tridngulo formando un nuevo tridngulo equildtero y se colorea uno de los tridngulos resultantes.
Luego, realizamos la misma tarea con el triangulo central. Y asi sucesivamente.

A) éTiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) ¢Como serd el area resultante?

a. Una cantidad finita
b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular
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Pregunta de sistema de representacién geométrica. Cuatro participantes (66,7%) segun sus
afirmaciones estan dentro de este modelo.

Siempre obtendremos un nuevo tridngulo equildtero, el cual inicia el ciclo nuevamente. El drea

es una cantidad infinita (3D2009).

No tiene fin porque siempre se va a poder hacer la misma operacion a pesar de lo diminuto que

quede la figura geométrica. Una cantidad infinita (6F2022).

No tiene fin este proceso, pero a nivel abstracto o con una herramienta adecuada se podrd

percibir el infinito del proceso. El drea resultante es una cantidad infinita (2D2013).

Siempre serd posible formar un nuevo triangulo (1D2009).

Las ideas tienen mucho en comun, pero aun con la idea del infinito potencial, es decir, que las

operaciones que se realicen, en este problema, nunca tendrdan fin, es un proceso que nunca terminara.

P7 A continuacidn un grupo de segmentos de cantidad infinita, donde la longitud de cada trozo es
la mitad del anterior, y los vas uniendo uno junto a otro, ¢obtendras un segmento mas largo que el

de 1m? ¢ Cuanto medira cuando los hayas unido todos?

1m

Pregunta de sistema de representacion grafico. Los argumentos de seis participantes (100%),
estan dentro de este modelo.

Si. La suma es 1/ (1-1/2) =2 (1D2009).

Creo que tenderd a la unidad, pero no llegard a alcanzarla (2D2013).

No se puede obtener un segmento mds largo que el de 1m. La medida de la union de todos serd

de 2 metros (3D2009).

Infinito (4F2022).

Si se obtendrd un segmento mds largo que el de 1 metro (5F2022).

De las 5 rectas sale 0.9375. Pero se ve que las rectas siguen por lo tanto deberia ser una recta

infinita (6F2022).

1 1 1
P9 De la siguiente suma 2 + 1 + stat gt su resultado:

a. Crece indefinidamente

b. Decrece indefinidamente




60

c. Se acerca indefinidamente a un nimero
d. Otra respuesta ...

Justifique su respuesta.

Pregunta de sistema de representacion numérico. Los seis participantes (100%) estan a favor
de que el resultado se acerca indefinidamente a un nimero.

La suma tiene como tope o como limite a 4 (1D2009).

la suma se acerca a 3 (2D2013).

Se acerca indefinidamente al numero 4, ya que al sumar las fracciones que obtenemos, éstas

nos llevan a acercarnos al numero 1, mds el uno y el dos, por eso creo que se acerca

indefinidamente al numero 4 (3D2009).

Se acerca a 3 (4F2022).

El resultado seguird aumentando a medida que se sume la mitad del numero anterior, por lo

que el resultado de la suma crecerd indefinidamente (5F2022).

Crece, ya que por mds pequefia que vaya siendo el resultado de la division siempre va ir en

aumento (6F2022).

P10 Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos partes
iguales, tomar una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos M, N, O

y P son los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

A I N 0 B
% % ey

Si se sigue haciendo este proceso, icrees que es posible llegar a una situacién en la que el punto

medio coincida con el punto B? Justifica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacién geométrico. Cinco de los participantes (66,7%) afirman
gue este proceso no se puede dar debido a que por mas que se intente operar esto nunca terminaria
por que es infinito o que tiende o se acerca, pero nunca llegara o coincidird con el punto B.

No, tiende a B, pero no llegard a B (2D2013).

Un punto que coincida con B seria imposible, que se acerque indefinidamente a B si, ya que al

(3D2009).

No, porque siempre entre dos puntos es posible ubicar uno central que resulta ser diferente a

los extremos (1D2009).
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Se tendria que hacer el mismo proceso infinitamente, llegaria si solo se tomarian numeros

naturales o enteros, pero si se toma todos los reales no (6F2022).

P11 ¢Cudnto suman los didmetros de todos los circulos de la siguiente figura si contindan haciéndose

cada vez mas pequefios?

a) Una cantidad finita, écual?
b) Una cantidad infinita, ¢ por qué?

c) No se puede saber, ¢por qué?

Pregunta de sistema de representacion grafico. Cinco participantes (83,3%) respondieron que
la cantidad es infinita.

La suma tiende a 12 pero no llegard a ser 12 (2D2013).

Si ubicamos los didmetros de forma vertical, nos daremos cuenta que todos ellos forman la

altura del trigngulo y cémo sabemos el drea del trigngulo es (base x altura) /2, trazando la

altura obtendremos dos tridngulos rectdngulos cuya hipotenusa y un cateto vale 12 y 2cm

respectivamente. Aplicamos teorema de Pitdgoras y obtenemos una altura de 2 raiz de 37

(3D2009).

Infinito (4F2022).

Porque siempre habrd espacio para un nuevo circulo, donde se pueda afiadir una nueva

cantidad de didmetro a la suma total (5F2022).

Una cantidad infinita, ya que por mds pequefios que sean siempre ascenderdn (6F2022).

P12 Considera la siguiente sucesién de numeros: 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001 - - -

Si continuamos escribiendo numeros, écrees que se llega a algun valor? ¢ cual? Explica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacidon verbal. Dos participantes (33,3%) proporcionan

respuestas situadas en este modelo.
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(1D2009) dando

. o 0.1 1
El resultado es 1/9. Porque cumple las condiciones de suma infinita Toi 5

por terminado el proceso, idea relacionada al infinito actual.

Se tiende al numero cero en este caso ya que el denominador crece, mientras que el numerador

es el mismo (3D2009) idea relacionada al infinito potencial.

P13 ¢ Existe algtin nimero entre 1,9y 2?, Justifique su respuesta.

Pregunta de sistema de referencia numérica. Dos participantes (33,3%) enuncian argumentos
gue estan dentro de este modelo.
Existen infinitos numeros reales entre dos nimeros (2D2013).

Si, por ejemplo, el 1, 99 6 1,9999999... infinitas veces (6F2022).

P14 En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. i Tienen estas la

misma cantidad de puntos?

Pregunta de sistema de representacidn geométrico. Dos participantes (33,3%) proporcionan
argumentos que estan dentro de este modelo.

Si se habla de la cantidad de puntos que hay en una recta, entonces ambos tienen infinitos

puntos (5F2022).

Si, porque ambas tienen infinitos puntos (6F2022).

P16 Indica cudl(es) de las expresiones es la correcta. Justifica tu respuesta:
a 09<1
b) 0,9=1
c) 0,9>1

Pregunta de sistema de representacion verbal. Seis participantes (100%) estdn dentro de este
modelo.

Marcé la opcion a sin justificar su respuesta (2D2013).



63

Marcé la opcidn a sin justificar su respuesta (4F2022).

La expresion correcta es la “a”, porque el 0,9 con sombrerito podrd acercarse mucho al valor
1, pero jamds lo alcanzard, siempre serd menor que 1 (5F2022).

Marcé la opcidn b sin justificar su respuesta (1D2009).

Esla b, ya que, si utilizamos el concepto de fraccion generatriz, nos dariamos cuenta que al
transformarla en una fraccion nos daria como resultado 9/9 y esto equivaldria a 1 (3D2009).
La “a” porque la unidad es mayor a un nimero decimal (6F2022).

Ideas relacionadas con el infinito potencial.

P17 ¢Puedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...? Si es posible escribe el resultado.

De lo contrario explica por qué.

Pregunta de sistema de representacion numérico. Dos participantes (33,3%) afirman que, si es

posible, con sus respectivas justificaciones.
Es posible a través de la transformacion a fracciones generatrices, ya que ambos son decimales

periddicos puros y por ello se pueden convertir en fracciones (3D2009).

Si. 4,2727... (1D2009).

P18 Supdn que tienes que rellenar el interior de un cuadrado de 10 cm de lado con puntos. ¢ Puedes

indicar qué cantidad de puntos cabrian? ¢Y en uno de 30 cm de lado? Explica tus respuestas

Pregunta de sistema de representacion geométrico. Cuatro participantes (66,7%) admiten que
la cantidad de puntos que cabrian en los lados de un cuadrado de diferentes medidas es infinita, entre

las respuestas estan:

En ambas cabe infinitos puntos (1D2009).

La cantidad de puntos que cabrian son infinitos, aunque el cuadrado mida 10 o 30 cm de lado.
Siempre en ese espacio habrd una cantidad infinita de puntos (5F2022).

En ambos caben infinitos puntos (6F2022).

Los puntos dentro de un poligono simulan a un plano y sabemos que en un plano la cantidad

de puntos son infinitos (3D2009).

P19 Si observas el proceso siguiente, parece que rotando sucesivamente un par de rectas paralelas

se puede obtener un circulo ¢ Se puede determinar el nimero total de rectas para obtener el circulo?

Justifica tu respuesta.
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Pregunta de sistema de representacién grafico. Dos participantes (33,3%) proponen
argumentos que estan dentro de este modelo:

Creo que mientras mds rectas paralelas se coloquen serd mds notoria la circunferencia que se

logra (3D2009).

El numero de rectas que se necesita para obtener la circunferencia es infinito (5F2022).

P20 Escribe al menos tres palabras, expresiones o frases que signifiquen lo mismo que infinito.

También puedes realizar un dibujo sobre el infinito.

Pregunta de sistema de referencia verbal. Los 5 docentes (83.3%) relacionan el concepto del
infinito con palabras

Recta, plano, el numero de la belleza (numero dureo) (2D2013).

Indeterminado, indefinido y tiende al infinito (3D2009).

Sin limite, sin fin, indefinido (4F2022).

llimitado, no hay un final, no hay un ultimo elemento (5F2022).

llimitado, innumerable, incalculable (6F2022).
4.2.6 Modelo acotado-infinito/no acotado-infinito.
En este modelo el participante establece una relacién entre un conjunto acotado o no acotado con el

cardinal de sus elementos

P17 ¢ Puedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...? Si es posible escribe el resultado.

De lo contrario explica por qué.

Pregunta de sistema de representacién numérico. Un participante (16,7%) responde:
Si es posible, podemos cortar los decimales o redondearlos y obtener el resultado, en mi caso
he cortado los decimales (2D2013).
4.3 Discusion de resultados
Los resultados de esta investigacion permiten describir las concepciones del infinito
matematico y cdmo estas influyen en la resolucion de tareas. Se esperaba tener mayor cantidad de

participantes, para lograr profundizar mas en el estudio de los modelos intuitivos. Sin embargo, debido
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a las condiciones sanitarias del 2020, el cuestionario no pudo desarrollarse de manera presencial, sino
virtual.
4.3.1 Comparacion de los datos recogidos con los obtenidos en los trabajos de referencia

En este apartado se presenta una comparacién descrita, brevemente, entre las respuestas
identificadas en este estudio y las respuestas de los participantes en las investigaciones de Belmonte
(2009) y Llopis (2014). Para este fin, no se toma en cuenta el cddigo de los informantes, sino solo las
caracteristicas de la respuesta. Luego, esta comparacion se sistematiza en la Tabla 4.

4.3.1.1 Modelo de inclusion.

P1. ¢Qué conjunto tiene mas numeros?

N={1, 2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Solo el 16,7% (1 un informante) proporciona respuesta que tienen relacion con esta
concepcion, mientras que el 21% (9 informantes) del estudio de Llopis (2014) responden que uno de

los conjuntos tiene mas elementos que el otro.

P2 ¢ Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos?

A B

C - D

Explica tu respuesta.

Solo el 16,7% (1 informante) emite una respuesta relacionada con esta concepcion. En el caso
de los participantes de Llopis (2014), el 21% (9 informantes) responde que el segmento CD tiene mas

puntos.

P3. Observa la siguiente funcion cuadratica y = x2 + x + 1. Si tomamos el tramo de curva entre A
y B, édédnde hay mas puntos, en el intervalo [1, 4] de la variable x o en el tramo de curva AB? Explica

tu respuesta.

Solo el 16,7% (1 informante) proporciona una respuesta relacionada con este modelo. En el

caso de los participantes de Llopis (2014), la respuesta a esta pregunta no aparece asociada al modelo
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de inclusion sino al modelo infinito=infinito. En consecuencia, el 79% (34 participantes) justifica que

en ambos hay el mismo numero de puntos.

P4 ¢DdAnde crees que hay mds numeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, o2)? ¢ Por

qué?

Solo dos participantes (33,3%) proporcionan respuestas relacionadas con este modelo. En el

trabajo de Belmonte (2009), de 89 alumnos universitarios, el 6,7% responden que hay mas en la

semirrecta, idea relacionada con la del participante 6F2022.

P14 En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. ¢ Tienen estas la

misma cantidad de puntos?

Solo un participante (16,7%) proporciona una respuesta situada en este modelo.

De los encuestados de Belmonte (2009), de 91 estudiantes universitarios el 3,9% responde

“porque la mayor tiene mas puntos” (p. 238).

4.3.1.2 Modelo Infinito=Infinito

P1 ¢Qué conjunto tiene mdas numeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Dos participantes (33,3%) estan dentro de este modelo.
Esta pregunta propuesta por Llopis (2014), el conjunto M se cambid al conjunto de los nimeros

pares, por cuestiones didacticas, de 43 encuestados, el 67% piensa que ambos conjuntos tienen la

misma cantidad de elementos.

P2 ¢Cual de los siguientes segmentos posee mads puntos?

A B
C - D

Explica tu respuesta.
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Tres participantes (50%), proporcionan respuestas dentro de este modelo.

Pregunta propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 51% manifiesta la misma

respuesta: ambos tienen “la misma cantidad de elementos” (p.31).

P3 Observa la siguiente funciéon cuadraticay = x2 + x + 1. Si tomamos el tramo de curva entre

Ay B, édédnde hay mas puntos, en el intervalo [1, 4] de la variable x o en el tramo de curva AB?

Explica tu respuesta.

Tres participantes (50%) afirman que ambos conjuntos tienen igual cantidad de puntos.

Pregunta propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 79% afirma que ambas lineas

tienen la misma cantidad de puntos.

P4 ¢ DAnde crees que hay mas nimeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, ==)? ¢ Por

qué?

Un participante (16,7%) esta de acuerdo con que ambos conjuntos tienen la misma cantidad
de elementos:

Esta pregunta fue propuesta por Belmonte (2009) y de 89 universitarios el 23,6% afirma que

“hay los mismos en ambos” (p. 478).

P14 En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. ¢ Tienen estas la

misma cantidad de puntos?

Dos participantes (33,3%) proporcionan respuestas dentro de este modelo.
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Pregunta propuesta por Belmonte (2009), de 91 universitarios el 10,4% afirman que “se puede

establecer una correspondencia” (p. 477).

P16 Indica cudl(es) de las expresiones es la correcta. Justifica tu respuesta:
a)0,9<1
b)0,9=1
c)0,9>1

Solo un participante (16,7%) manifiesta la concepcion del infinito actual, dando por terminado
la operacion,

Pregunta propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 60% afirma que el resultado es 1,
“mostrando una concepcion actual del infinito” (p. 30).

4.3.1.3 Modelo punto-marca

P6 Se tiene un tridngulo equilatero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de este
triangulo formando un nuevo tridngulo equilatero y se colorea uno de los tridngulos resultantes.
Luego, realizamos la misma tarea con el triangulo central. Y asi sucesivamente.

A) ¢Tiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) ¢Como sera el area resultante?

a. Una cantidad finita
b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular

Un participante (16,7%) proporciona una respuesta dentro de este modelo.
Esta pregunta fue propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, no hay respuestas

relacionadas a este modelo.
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P8 Imaginate que tienes una hoja de papel. La divides en dos trozos iguales y te quedas con uno de
ellos. La parte con la que te has quedado la vuelves a dividir en dos partes iguales y te quedas con
una de ellas. Y asi sucesivamente. éSe podra repetir el proceso tantas veces como quiera?

Justifica tu respuesta.

Pregunta de sistema de representacion verbal. Tres participantes (50%) mostraron
concepciones relacionadas con este modelo.

Pregunta propuesta por Llopis (2014) a 43 encuestados. Las respuestas son similares: “No,
porque llegard un momento que el papel serd muy pequefio y no se pueda dividir” y “Si
matematicamente, pero no fisicamente” (p. 35) que representa un 65%.

4.3.1.4 Modelo de indefinicion

P1 ¢Qué conjunto tiene mdas niumeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Dos participantes (33,3%) proporcionan respuestas relacionadas con este modelo:
Pregunta propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 7 % afirman que “no se puede

determinar” (p. 28).

P6 Se tiene un triangulo equildtero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de este
triangulo formando un nuevo triangulo equilatero y se colorea uno de los tridngulos resultantes.
Luego, realizamos la misma tarea con el triangulo central. Y asi sucesivamente.

A) ¢ Tiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) éCdmo sera el area resultante?

a. Una cantidad finita
b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular
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Un participante (16,7%) proporciona una respuesta dentro de este modelo.
Esta pregunta fue propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 20% afirma que “no se

puede calcular” (p. 34).

P7 A continuacidn un grupo de segmentos de cantidad infinita, donde la longitud de cada trozo es
la mitad del anterior, y los vas uniendo uno junto a otro, ¢obtendras un segmento mas largo que el

de 1m? ¢ Cuanto medirad cuando los hayas unido todos?

1Tm

Dos participantes (33,3%) proporcionan respuestas dentro de este modelo.
Pregunta propuesta por Belmonte (2009), de 77 alumnos universitarios el 1,3% manifiesta que

“no se puede saber, no se puede hacer” (p. 482).

P10 Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos partes
iguales, tomar una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos M, N, O

y P son los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

A I N 0 B
% ¥ Wi

Si se sigue haciendo este proceso, écrees que es posible llegar a una situacion en la que el punto

medio coincida con el punto B? Justifica tu respuesta.

Un participante (16,7%) proporciona se respuesta dentro de este modelo.
Esta pregunta fue propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 59% responde que “no

es posible llegar a B” (p. 40).

P11 ¢ Cudnto suman los didametros de todos los circulos de la siguiente figura si contindan haciéndose

cada vez mas pequeiios?
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4cm

a) Una cantidad finita, ¢cual?
b) Una cantidad infinita, é por qué?

c) No se puede saber, épor qué?

Dos participantes (33,3%) responde de acuerdo con este modelo.
Pregunta propuesta por Belmonte (2009), de 89 universitarios el 44,9% manifiestan que “no

se puede saber”.

P15 ¢ Crees que existen diferentes tamafios de infinito? Si es asi, indica un ejemplo de cada uno de

ellos; trata de graficar tu respuesta, en caso contrario, justifica tu respuesta.

Un participante (16.7%) presenta sus concepciones dentro de este modelo.
Pregunta propuesta por Belmonte (2009), de 178 universitarios, el 59% afirman que “no”,

n u

“porque es algo incalculable”, “no puede medirse”

P17 éPuedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...7 Si es posible escribe el resultado.

De lo contrario explica por qué.

El participante (16,7%) proporciona una respuesta ubicada en este modelo.
Pregunta propuesta por Belmonte (2009) de 114 del bachillerato, el 36,8% afirma que no se

puede “porque no se acaban los nimeros”, “porque los nimeros son infinitos”, “porque no sabemos

cuantos numeros hay o faltan nimeros”.

P19 Si observas el proceso siguiente, parece que rotando sucesivamente un par de rectas paralelas
se puede obtener un circulo ¢Se puede determinar el nimero total de rectas para obtener el circulo?

Justifica tu respuesta.
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Tres participantes (50%) proporcionan sus respuestas dentro de este modelo.
Esta pregunta fue propuesta por Belmonte (2009) de 73 universitarios el 13,7% que afirman

gue “no esta de acuerdo, no se puede” (p. 490).

P20 Escribe al menos tres palabras, expresiones o frases que signifiquen lo mismo que infinito.

También puedes realizar un dibujo sobre el infinito.

Un docente (16,7%) proporciona su respuesta dentro de este modelo.

Pregunta propuesta por Belmonte (2009). No existe una respuesta comun para esta pregunta,
pero de 91 universitarios hay un 14,3% que no responde a esta pregunta.
Se esperaba que las respuestas de este item de todos los participantes de este estudio estén a favor
de este modelo.

4.3.1.5 Modelo de divergencia

P1 ¢Qué conjunto tiene mas niumeros?

N={1,2,3,4..}; M={2, 4, 6, 8, 10, ...} Explica tu respuesta.

Tres participantes (50%), cuyos argumentos estan dentro de este modelo.
Pregunta propuesta por Llopis (2014), de 43 respuestas, no hay ninguna relacionada

con este modelo.

P2 ¢ Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos?

A B
C - D

Explica tu respuesta.

Dos participantes (33,3%), proporcionan respuestas relacionadas con este modelo.
Pregunta propuesta por Llopis (2014), de 43 encuestados, el 51% estd relacionado a este

modelo.

P4 ¢DdAnde crees que hay mds numeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, o2)? ¢ Por

qué?
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Dos participantes (33,3%) relacionan sus ideas con este modelo.
Esta pregunta fue propuesta por Belmonte (2009, pp.240,478) a 89 universitarios. De estos el
65,2% afirman que “hay infinitos en ambos” y el 4,5% responden “porque va hasta el infinito, “porque

no tiene fin. Es decir, que el 69,7% estan en comun con este modelo.

P5 Considera un niumero positivo cualquiera. A continuacion, lo divides entre dos; el resultado lo
vuelves a dividir entre dos; el resultado de nuevo entre dos y asi sucesivamente. ¢ Qué resultado se

obtendra al final? ¢ Por qué?

Los seis participantes (100%) responden dentro de este modelo.
Pregunta propuesta por Belmonte (2009), de 113 del bachillerato el 43,4% afirma que “el
proceso no acaba”, el 13,3% responde que “se hace muy pequefio”, “se acerca a cero” que sumado es

56,7% (pp. 254, 479).

P6 Se tiene un tridngulo equilatero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de este
triangulo formando un nuevo tridngulo equilatero y se colorea uno de los tridngulos resultantes.
Luego, realizamos la misma tarea con el triangulo central. Y asi sucesivamente.

A) ¢Tiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) éComo sera el area resultante?

a. Una cantidad finita

b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular

Cuatro participantes (66,7%), segun sus afirmaciones, estan dentro de este modelo.
Las ideas tienen mucho en comun, pero aun con la idea del infinito potencial, es decir, que las

operaciones que se realicen nunca tendran fin o que es un proceso que nunca terminara.
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Esta pregunta fue propuesta por Llopis (2014), de 43 estudiantes el 91% respondidé “una

”ou

cantidad finita”, “no tienen fin” (p.33).

P7 A continuacién un grupo de segmentos de cantidad infinita, donde la longitud de cada trozo es
la mitad del anterior, y los vas uniendo uno junto a otro, ¢obtendrds un segmento mas largo que el

de 1m? ¢ Cuanto medird cuando los hayas unido todos?

1m

Los seis participantes (100%) proporcionan argumentos dentro de este modelo.

Pregunta propuesta por Belmonte (2009, pp.269,482), de 77 alumnos universitarios el 6,5%
afirma que son “2 metros”, idea relacionada con el infinito actual, pues da por terminada la operacion.
El 62,3% responde que “se acercara a 2m, pero nunca llegara, ambas ideas estan dentro de este

modelo, y en su conjunto sumarian el 67,8%.

1 1 1
P9 De la siguiente suma 2 + 1 + S §+ -+« su resultado:

a. Crece indefinidamente

b. Decrece indefinidamente

c. Se acerca indefinidamente a un nimero
d. Otra respuesta ...

Justifique su respuesta.

Los seis participantes (100%) estan a favor de que el resultado se acerca indefinidamente a un
ndmero.

Pregunta propuesta por Llopis (2014, p.29), se modifico la parte fraccionaria por cuestiones
didacticas. De 43 encuestados, el 44% respondid que “crece indefinidamente”, incluyendo la respuesta
como “siempre que esté sumando, la suma crece sin parar”, estas respuestas estan relacionadas al
modelo de divergencia. Los que respondieron “se acerca indefinidamente a un nimero” representa el
23%, idea relacionada al infinito potencial y un 19% representa a la respuesta “decrece

indefinidamente”, esto es debido a que consideraron a la suma total de la operacién.
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P10 Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos partes
iguales, tomar una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos M, N, O

y P son los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

A M N 0 B
% e o

Si se sigue haciendo este proceso, icrees que es posible llegar a una situacién en la que el punto

medio coincida con el punto B? Justifica tu respuesta.

Cinco de los participantes (66,7%) argumentan sus ideas dentro de este modelo.

Esta pregunta fue propuesta por Llopis (2014, p.40), de 43 encuestados, el 59% responde que
“no es posible llegar a B” o “que nunca llegara B” ya que es un proceso infinito, pero con tendencia al
infinito potencial, mientras que el 20% confirman que “si”, pero bajo la modalidad de un proceso

terminado y “limites alcanzados” idea relacionada con el infinito actual.

P11 ¢ Cuanto suman los diametros de todos los circulos de la siguiente figura si contindan haciéndose

cada vez mas pequefios?

a) Una cantidad finita, écual?
b) Una cantidad infinita, ¢ por qué?

c) No se puede saber, {por qué?

Cinco participantes (83,3%) proporciona respuestas dentro de este modelo.

Esta pregunta fue propuesta por Belmonte (2009, pp.272,482), de 89 universitarios el 44,9%

IM

responde que el “resultado es finito” justificando sus respuestas como: “porque el tridngulo tiene fin

”ou

o esta limitado”, “se acaban los circulos”.
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P12 Considera la siguiente sucesién de numeros: 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001 - - -

Si continuamos escribiendo numeros, écrees que se llega a alguin valor? ¢ cudl? Explica tu respuesta.

Dos participantes (33,3%) responden acorde a este modelo.

Pregunta propuesta por Belmonte (2009, pp.257,481), pero se modificé la pregunta original:
“icrees que se llegara a alcanzar el 0?” se cambid a la pregunta: écrees que se llega a algun valor? Se
hizo este cambio con la intencién de hacer reflexionar de manera general la pregunta. El 2,4% responde
que llega a un valor (llega a 0), idea al infinito actual, pero el 94,1% afirma que no llegara a ningun

valor(cero), idea de infinito potencial.

P13 ¢Existe algin niUmero entre 1,A%/ 27, Justifique su respuesta.

Dos participantes (33,3%) proporcionan argumentos dentro de este modelo.

En este caso, los resultados de Belmonte (2009, p.263) son todo lo contrario, es decir que mas
del 85% afirman que “entre ambos numeros no puede haber otro”(idea del infinito actual) ya que el
numero periédico 1,A9por mas que se le agreguen tantos nueves se acercaria mas a 2, para eso justifican
sus respuestas como “porque 2 es el siguiente" "Porque hay infinitos nueves" o "es periédico" "Porque
son el mismo numero" "Porque al sumarle algo llega a 2 o se pasa" "Porque 2 es una aproximacién o

redondeo".

P14 En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. ¢ Tienen estas la

misma cantidad de puntos?

Dos participantes (33,3%) proporciona argumentos que estan dentro de este modelo.
Esta pregunta fue propuesta por Belmonte (2009, pp. 238,477), de 91 alumnos universitarios

el 28,6% afirman que “ambos tienen infinitos puntos”
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P16 Indica cudl(es) de las expresiones es la correcta. Justifica tu respuesta:
a)0,9<1
b)0,9=1
c) 0,9>1

Seis participantes (100%) responden dentro de este modelo.
Pregunta propuesta por Llopis (2014, p.30), de 43 encuestados, la mas resaltante es la opcidn

“b” que representa el 60%, dado como idea una concepcion del infinito actual.

P17 ¢Puedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...7 Si es posible escribe el resultado.

De lo contrario explica por qué.

Dos participantes (33,3%) responden bajo este modelo.
Pregunta propuesta por Belmonte (2009, pp.282, 484), de 114 del bachillerato, el 36,8% afirma

gue no se puede “porque no se acaban los numeros”, “porque los nimeros son infinitos”, “porque no

sabemos cuantos numeros hay o faltan nimeros” y el 54,4% responden que si se puede.

P18 Supdn que tienes que rellenar el interior de un cuadrado de 10 cm de lado con puntos. ¢ Puedes

indicar qué cantidad de puntos cabrian? ¢Y en uno de 30 cm de lado? Explica tus respuestas

Cuatro participantes (66,7%) responden segun este modelo.
De los 166 alumnos universitarios encuestados de Belmonte (2009, pp.230,476), el 69,9%

confirman que en ambos hay “infinitos” y el 8,4% afirman “porque son infinitos”.

P19 Si observas el proceso siguiente, parece que rotando sucesivamente un par de rectas paralelas
se puede obtener un circulo {Se puede determinar el nimero total de rectas para obtener el circulo?

Justifica tu respuesta.

Dos participantes (33,3%) proporcionan argumentos dentro de este modelo.
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Esta pregunta fue propuesta por Belmonte (2009, pp.302,489), asi de 73 universitarios el
83,6% esta de acuerdo que se puede obtener un circulo, los que respondieron que es “un proceso

inacabado” (27,4%) y “en el infinito”, “con infinitas rectas” (31,5%), respuestas relacionadas a este

modelo.

P20 Escribe al menos tres palabras, expresiones o frases que signifiquen lo mismo que infinito.

También puedes realizar un dibujo sobre el infinito.

Los 5 docentes (83,3%) relacionan el concepto del infinito con palabras.

Pregunta propuesta por Belmonte (2009, pp.292,487), de 91 universitarios las respuestas mas
predominantes: “Sin fin, sin final” (19,8%), “Interminable o/e inacabable” (18,7%), “inmenso, millones,
enorme, extenso, mucho, ...” (17,6%), “eterno, perpetuo, duradero, inmortal” (18,7%), “inalcanzable,
lejos, largo, universo, inmedible, ilimitado, ...” (19,8%).

4.3.1.6 Modelo acotado-infinito/no acotado-infinito.

P17 éPuedes realizar la siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...7 Si es posible escribe el resultado.

De lo contrario explica por qué.

Un participante (16,7%) proporciona respuestas relacionadas con este modelo.

Pregunta propuesta por Belmonte (2009, pp.282, 484) de 114 del bachillerato, el 54,4%
responden que si se puede.

A modo de sintesis, la Tabla 4 muestra el resumen del contraste de las concepciones de esta
investigacion con las repuestas de Belmonte (2009) y Llopis (2014). En este cuadro solo se enfatiza en

el porcentaje que estd a favor a un determinado modelo, en coherencia con el objetivo de esta

investigacion.



Tabla 4

Comparacion de los modelos intuitivos de acuerdo con los resultados del andlisis de las respuestas de los participantes

PREGUNTAS
Aspecto P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18 P19 P20
Tépico 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5
S.R. A B C D A B C D A B C D A B C D A B C D
16,7% 16,7% 16,7% 33.3% 16,7%
21% 21% 21% 6,7% 3,9%
33,3% 50% 50% 16,7% 33,3% 16,7%
I 23,6% 10,4%
16,7% 50%
8 M3
3 o [ o5
T
o 33.3% 16,7% 33,3% 16,7% 33,3% 1 ,7% L6,7% 50% 16,7%
S M4
e o | 1,3% 44,4% 4% 36,8% 13,7% 14,3%
MS 50% 33% 333% 100% 66,7% 100% 100% 66,7% 83.3% 33,3% 33,3% 33,3% 100% 33,3% 66,7 33,3% 83,3%
0%  51% 69,7% 56,7% NI 67,8% T 44,9% 965%  85%  28,6% 54,4% 73,3% 83,6% 19,8%
L6,7%
M6 .
34,4%
- Modelo intuitivo en las preguntas propuestas por Llopis
Modelo intuitivo en las preguntas propuestas por Belmonte
Modelo intuitivo en las preguntas de esta investigacion
Leyenda
Modelos (M) Tépico (T) Sistemas de representacion (S.R.)
M1: Modelo de Inclusidn 1: Conjuntos A: Numérico
M2: Modelo Infinito=infinito 2: Divisibilidad B: Geométrico
M3: Modelo Punto-marca 3: Convergencia C. Gréfico
M4: Modelo de Indefinicion 4: Operatividad D: Verbal
M5: Modelo de divergencia 5: Lenguaje

M6: Modelo acotado-finito/no acotado-infinito

6L
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4.3.2 Modelos intuitivos predominantes en los informantes

Segun la Tabla 5 el modelo de divergencia es el mas que predomina en los seis participantes.
Expresiones como “se acerca a “, “tiende, pero no alcanzara”, “tiende a un nimero real mas pequefio”,
“crece indefinidamente” pone en evidencia dicho predominio. También se logra observar que las
concepciones estan mas ligadas al infinito potencial, lo cual se relaciona con expresiones tales como:

n u

“Si se podra repetir el proceso cuantas veces uno quiera”, “Se obtiene un nimero real cada vez mas
pequeio”, “esto ocurrird de manera infinita si se quiere”.

La clasificacién de respuestas por modelo (Apéndice A) y su recuento por informante (Tabla
5), permite notar que el modelo predominante es el de divergencia. De hecho, de las 20 preguntas
propuestas, el participante 1D2009 responde nueve (45%) vinculadas con este modelo, en 2D2013 se
identifican diez respuestas (50%), 3D2009 proporciona once respuestas (55%) relacionadas con ese
modelo, 4F2022 ocho respuestas (40%), 5F2022 proporciona once preguntas (55%) y, por ultimo, el
participante 6F2022, emite doce respuestas (60%) vinculadas con el modelo de divergencia.

Otro aspecto identificado es que las concepciones de los docentes (1D2009, 2D2013, 3D2009),
ademas de estar mas familiarizadas con el modelo de divergencia, también tienen alguna relacién con
las concepciones que caracterizan a otros modelos. En cambio, las concepciones de los futuros
docentes solo se acercan mas al modelo de divergencia y seguidamente el modelo de indefinicién, aqui

2w V(]

aparecen ideas como: “No se puede precisar”, “No se puede calcular”, “imposible de determinar”, “no
se puede saber”, “no puede medirse”.

De los futuros docentes, las concepciones del participante 6F2022 tienen relacién con cinco
modelos intuitivos. El modelo que no aparece en este caso es de acotado-finito/no acotado-infinito.
En el grupo de los docentes, también pasa lo mismo con el participante 1D2009. En este caso las
preguntas 3 y 4 (P3 y P4), que se esperaba que las concepciones tengan relacién con el modelo
acotado-finito/no acotado-infinito, sus respuestas estan ligadas al modelo de inclusion. Este guarda
relacidon con expresiones: “Hay un nimero real mas”, “en uno hay mas niumeros reales”, propias del
infinito potencial: Otro modelo del que se tiene evidencia es el modelo infinito=infinito, vinculado con
la expresion “Ambos tienen igual cantidad de puntos”. Finalmente, se ha de sefalar que la idea del
infinito matematico en el modelo acotado-finito/no acotado-infinito no esta presente en la mayoria
de las concepciones de los participantes, tal como se verifica en la Tabla 5.

Tabla5

Modelos que priman en cada informante, segtn sea docente o futuro docente

Informante Modelo item
Inclusién P4
Infinito=Infinito P1, P2, P3, P14
1D2009
Punto-Marca P8

Indefinicion P11, P19, P20
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Informante Modelo item
Divergencia P5, P6, P7, P9, P10, P12, P16, P17,
P18
Acotado-finito/no acotado-infinito 0
Inclusién P2, P3, P14
Infinito=Infinito P4
Punto-Marca P8
2D2013 Indefinicidn P1, P7, P19
Divergencia P1, P5, P6, P7, P9, P10, P11, P13,
P16, P20
Acotado-finito/no acotado-infinito P17
Inclusién 0
Infinito=Infinito P2, P3, P14, P16
Punto-Marca 0
3D2009 Indefinicién P1
Divérgencia P4, P6, P7, P9, P10, P11, P12, P17,
P18, P19, P20
Acotado-finito/no acotado-infinito 0
Inclusién 0
Infinito=Infinito 0
Punto-Marca 0
4F2022 Indefinicion P6, P11
Divergencia P1, P2, P5, P7, P9, P11, P16, P20
Acotado-finito/no acotado-infinito 0
Inclusién 0
Infinito=Infinito P1,
Punto-Marca P6
5F2022 Indefinicién P7, P10, P15
Divergencia P2, P4, P5, P7, P9, P11, P14, P16,
P18, P19, P20
Acotado-finito/no acotado-infinito 0
Inclusion P1, P4
Infinito=Infinito P2, P3
Punto-Marca P8
6F2022 Indefinicion P17, P19
Divergendi P1, P5, P6, P7, P9, P10, P11, P13,

P14, P16, P18, P20

Acotado-finito/no acotado-infinito

0







Conclusiones

Tomando los objetivos especificos como organizador de este apartado, se concluye lo

siguiente:

Objetivo especifico 1. Analizar cuestionarios de trabajos referentes que indagan sobre las concepciones

del infinito matemdtico para elaborar un instrumento de recogida de datos.

La revision de los instrumentos empleados por Belmonte (2009), Llopis (2014) y Montes (2015)
para recoger datos, permitid extraer items para construir un cuestionario ajustado a los
conceptos que se desarrollan en el curriculo peruano. Este instrumento fue validado mediante
juicio de expertos. En el anexo 1 se muestra las fichas de validacién de los dos expertos que
respondieron oportunamente. Uno de ellos, es un autor referente en los trabajos sobre el
infinito matematico (Montes, 2015) y, de hecho, una vez levantadas las observaciones que hizo

en la primera versién del cuestionario, volvié a revisar dicho instrumento.

Objetivo especifico 2. Identificar las concepciones sobre el infinito matemdtico que tienen los

informantes para describirlas.

El conocimiento sobre el infinito matematico, evidenciado por los informantes, ha mostrado
que: 1) hay ideas del campo de la finitud que adn estan enraizadas y que cuesta relacionarlas
con el campo del infinito, 2) algunos informantes emplean objetos concretos para comprender
el mundo del infinito en matematicas y, como consecuencia, se generan confusiones y dudas;
3) las concepciones previas sobre el infinito, aprendidas en las escuelas, aun estan presentesy
eso puede ser un gran obstaculo parala comprension del calculo en los estudios universitarios,
y 4) hay algunos participantes que si manifiestan la comprensién previa del infinito actual.

El cuestionario es util para observar las concepciones de los participantes sobre el infinito
matematico. Al comparar los resultados de esta investigacion como las de Belmonte (2009) y
Llopis (2014), se ve el predominio de dos modelos intuitivos: divergencia e Infinito=infinito. De
hecho, se han identificado respuestas comunes de los informantes, lo cual les da solvencia a
los resultados de la investigacién presentada.

La clasificacidn de las concepciones en modelos intuitivos ayudd a tener un panorama de cémo
conciben los participantes la idea del infinito. Al respecto, se concluye que: el modelo intuitivo
con menos participacién es el de acotado-finito/acotado-infinito, eso quiere decir que los
participantes aun les cuesta relacionar la nociéon del infinito dentro de intervalos acotados. En
el caso del modelo punto-marca existen concepciones del infinito basadas en materiales
concretos, eso demuestra que aun cuesta dejar las ideas de la finitud para analizar conceptos

relacionados al infinito. El modelo de indefinicion es el segundo modelo mas predominante, lo
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gue significa que hay cierta dificultad en la comprensidon de la concepcién del infinito

matematico.
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Apéndice A. Sintesis de las concepciones sobre el infinito evidenciadas los informantes

TablaA 1l

Sintesis de las concepciones de los informantes por modelo intuitivo

MODELO PREGUNTAS PARTICIPANTE

CONCEPCION DEL INFINITO EJEMPLIFICA CON
RESPUESTAS DE LOS INFORMANTES

Inclusion

P1

6F2022

El primer conjunto, porque la razén es 1 en cambio en
el segundo la razon es de dos (nimeros pares), ademas
inicia desde el 2 hasta el infinito y el primer conjunto
inicia desde 1 hasta el infinito

P2

2D2013

Si solo nos cefiimos al grafico de la figura la respuesta
seria que el segmento CD posee mds puntos.

P3

2D2013

Bueno definitivamente creo que en el tramo de la curva
AB hay mas puntos.

P4

1D2009

Hay un nimero real mas.

6F2022

En la semirrecta, porque va hacia el infinito. En el
primer caso se sabe que entre un nimero y otro hay
infinitos nimeros, pero en el segundo caso a pesar de
ser una semi recta hay mds numeros reales.

P14

2D2013

Si tenemos dos segmentos de diferentes y concretas,
sus puntos son infinitos lo cual permite afirmar si una

tiene mas puntos gue la otra.

=Infinito

Infinito

P1

1D2009

Tienen igual cantidad.

5F2022

Al tratarse numeros naturales infinitos, estos no tienen
un limite y ambos conjuntos tienen la misma
caracteristica.

P2

1D2009

Tienen igual cantidad. Porque si se traza una recta
secante que corte al segmento AB también lo hard con
el segmento CD.

3D2009

Desde esa perspectiva ambos segmentos poseen los
mismos puntos.

6F2022

Ambos tienen igual, ya que una recta cualquiera que
sea siempre posee infinitos puntos

P3

1D2009

Ambos conjuntos tienen igual cantidad de puntos.

6F2022

Ambas tienen la misma cantidad de puntos (6X2022).

3D2009

Creo que tendrian los mismos puntos, ya que si
consideramos a la recta como una funcién constante
condominio [1, 4] y a lavez tenemos el mismo dominio
para la funcidn cuadratica, tendriamos como resultado
que para el mismo valor de x (el mismo punto)
tendriamos un rango asignado segun el tipo de funcidn
qgue observamos.

P4

2D2013

Ambos hay la misma cantidad.

P14

1D2009

Si. Ya que cada radio de 4 que se pueda trazar en la
circunferencia grande contiene a un radio de 2u.

3D2009

Si, ya que como son circunferencias concéntricas se
puede trazar el punto inicial de la mas pequefia con el
punto inicial de la mds grande y asi mismo cuando
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MODELO PREGUNTAS PARTICIPANTE

CONCEPCION DEL INFINITO EJEMPLIFICA CON
RESPUESTAS DE LOS INFORMANTES

concluiria con la circunferencia pequena también
terminaria con la circunferencia grande.

Es la b, ya que, si utilizamos el concepto de fraccidn
generatriz, nos dariamos cuenta que al transformarla

P16 3D2009
en una fraccién nos daria como resultado 9/9 y esto
equivaldria a 1 (3X2009).
Al tomar una hoja de papel y un lapiz, va a depender
P6 5F2022 mucho del grosor de la punta del Idpiz hasta donde se
pueda llegar.
4 1D2009 Tedricamente si, pero practicamente no.
S Si se podra repetir el proceso cuantas veces uno quiera,
= . . .
& 2D2013 pero realizado con material concreto la herramienta (el
'g' P8 papel) seria el limitante.
o Deberia ponerse, pero como el papel se va a terminar
62022 ya que no tenemos una maquina que lo haga tan
diminuto, por lo que opino que no se podria ya que
existe un limite en dicho proceso.
202013 Lo .cual me, hac’e dudar mi respuesta de que el conjunto
P1 N tiene mas numeros.
3D2009 No se puede precisar la cantidad exacta de niumero.
P6 4F2022 No. No se puede calcular.
2D2013 Mas pequeiios eran inciertos que representa.
p7 Eso es imposible de determinar con toda con precisién
5F2022 y a la vez que es imposible saber la medida al unirlos a
todos.
Es imposible llegar a una situacion en la que el punto
P10 52022 medio coincida co? fel punto B, pero au.n asi S.I hablamos
pensando matematicamente, esto es imposible que se
c llegue a dar.
~g . . .z .
E 1D2009 Es finita pf)rqtfe cada diametro nuevo es una fraccidn,
& P11 pero no sé cual.
T 4F2022 No se puede saber.
No existen distintos tamanos de infinito, el infinito es
P15 5F2022 una palabra que es sinénimo de ilimitado por lo que, el
tamano, sino que este no tiene fin.
P17 6F2022 No sé puede, porque en ambos hay niumeros infinitos.
6£2022 No, el circulo estd conformado por una sucesién infinita
de puntos.
No se obtendra un numero total de rectas para
P19 2D2013 construir un circulo, otra debemos separar el concepto
de la figura con su representacién concreta.
1D2009 No es posible definir el nUmero de rectas.
P20 1D2009 No encuentro otra. En algunos casos podria ser

equivalente.
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MODELO PREGUNTAS PARTICIPANTE

CONCEPCION DEL INFINITO EJEMPLIFICA CON
RESPUESTAS DE LOS INFORMANTES

Divergencia

6F2022 Se obtiene un numero real cada vez mas pequefio.
P1 2D2013 Ambos son infinitos.
4F2022 Ambos tienen infinitos nimeros.
4F2022 Ninguno. Ambos tienen infinitos puntos.
P2 Ambos tienen infinitos puntos, porlo tanto, ninguno de
5F2022 . .
los dos segmentos tiene mds puntos que el otro.
o 3D2009 En ambos casos hay infinitos nimeros reales.
5F2022 Ambos tienen nimeros infinitos.
1D2009 El resultado tiende a cero.
202013 Resulta unaley de formacién, progresion geométrica de
numeros con una razén igual a %.
Creo que no habria final, sino una tendencia hacia el
3D2009 cero, ya que por mas que sigamos dividiendo, nos
acercariamos al cero, pero nunca llegariamos a él.
P> No habra un resultado final, ya que esta operacién
(dividir entre dos) nos llevara a un niumero que puede
5F2022 . .
ser operado de la misma forma que el anterior, y esto
ocurrira de manera infinita si se quiere.
4F2022 Cero.
6F2022 Se obtiene un numero Real cada vez mas pequefio.
Siempre obtendremos un nuevo triangulo equilatero, el
3D2009 cual inicia el ciclo nuevamente. El drea es una cantidad
infinita.
No tiene fin porque siempre se va a poder hacer la
6F2022 misma operacién a pesar de lo diminuto que quede la
P6 figura geométrica. Una cantidad infinita.
No tiene fin este proceso, pero a nivel abstracto o con
2D2013 una herramienta adecuada se podra percibir El infinito
del proceso. El area resultante es una cantidad infinita.
Siempre serd posible formar un nuevo tridngulo
1D2009
(1X20009).
1D2009 Si. Lasumaes 1/(1-1/2) =2.
202013 Creo que tendera a la unidad, pero no llegard a
alcanzarla.
3D2009 2 metros.
No se puede obtener un segmento mas largo que el de
P7 4F2022 1m. La medida de la unidén de todos sera de
Infinito.
Si se obtendra un segmento mas largo que el de 1 metro
5F2022
(5X2022).
De las 5 rectas sale 0.9375. Pero se ve que las rectas
6F2022 . , e
siguen por lo tanto deberia ser una recta infinita.
b9 1D2009 La suma tiene como tope o como limite a 4.

2D2013

La suma se acerca a 3.
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MODELO PREGUNTAS PARTICIPANTE

CONCEPCION DEL INFINITO EJEMPLIFICA CON
RESPUESTAS DE LOS INFORMANTES

Se acerca indefinidamente al nimero 4, ya que al sumar
las fracciones que obtenemos, éstas nos llevan a

3D2009 , .
acercarnos al nimero 1, mas el uno y el dos, por eso
creo que se acerca indefinidamente al nimero 4.
4F2022 Se acerca a 3.
El resultado seguird aumentando a medida que se sume
5F2022 la mitad del nimero anterior, por lo que el resultado de
la suma crecera indefinidamente.
Crece, ya que por mds pequefia que vaya siendo el
6F2022 s :
resultado de la divisidn siempre va ir en aumento.
2D2013 No, tiende a B, pero no llegard a B
Un punto que coincida con B seria imposible, que se
302009 acerque indefinidamente a B si, ya que al igual que la
pregunta anterior se dividird indefinidamente pero
P10 nunca llegard a tocar a B.
1D2009 No, porque siempre entre dos puntos es posible ubicar
uno central gue resulta ser diferente a los extremos.
Se tendria que hacer el mismo proceso infinitamente,
6F2022 llegaria si solo se tomarian ndmeros naturales o
enteros, pero si se toma todos los reales no.
2D2013 La suma tiende a 12 pero nollegara a ser 12
Si ubicamos los diametros de forma vertical, nos
daremos cuenta que todos ellos forman la altura del
triangulo y cémo sabemos el area del tridngulo es (base
3D2009 x altura) /2, trazando la altura obtendremos dos
triangulos rectangulos cuya hipotenusa y un cateto vale
P11 12 y 2cm respectivamente. Aplicamos teorema de
Pitagoras y obtenemos una altura de 2 raiz de 37.
4F2022 Infinito.
Porque siempre habra espacio para un nuevo circulo,
5F2022 donde se pueda afiadir una nueva cantidad de diametro
a la suma total.
6F2022 Una cantidad infinita, ya que por mas pequefios que
sean siempre ascenderan.
El resultado e5011/9. P<13rque cumple las condiciones de
1D2009 o )
suma infinita ToI= 35
P12 Se tiende al nimero cero en este caso ya que el
3D2009 denominador crece, mientras que el numerador es el
mismo.
p13 2D2013 Existen infinitos niUmeros reales entre dos nimeros.
6F2022 Si, por ejemplo, el 1,99 6 1,9999999... infinitas veces.
5E2022 Si se habla de la cantidad de puntos que hay en una
P14 recta, entonces ambos tienen infinitos puntos.
6F2022 Si, porque ambas tienen infinitos puntos
2D2013 Marco la opcidn a sin justificar su respuesta.
P16 4F2022 Marco la opcién a sin justificar su respuesta.
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MODELO PREGUNTAS PARTICIPANTE

CONCEPCION DEL INFINITO EJEMPLIFICA CON
RESPUESTAS DE LOS INFORMANTES

La expresion correcta es la “a”, porque el 0,9 con

5F2022 sombrerito podrd acercarse mucho al valor 1, pero
jamas lo alcanzard, siempre serd menor que 1.
Es la b, ya que, si utilizamos el concepto de fraccién
generatriz, nos dariamos cuenta que al transformarla
3D2009 g ,
en una fraccién nos daria como resultado 9/9 y esto
equivaldria a 1.
1D2009 Marcé la opcidn b sin justificar su respuesta.
6F2022 La “a” porque la unidad es mayor a un nimero decimal.
Es posible a través de la transformacion a fracciones
3D2009 generatrices, ya que ambos son decimales periddicos
P17 puros y por ello se pueden convertir en fracciones.
1D2009 Si. 4,2727...
1D2009 En ambas cabe infinitos puntos.
La cantidad de puntos que cabrian son infinitos, aunque
5F2022 el cuadrado mida 10 o 30 cm de lado. Siempre en ese
P18 espacio habra una cantidad infinita de puntos.
6F2022 En ambos caben infinitos puntos.
Los puntos dentro de un poligono simulan a un planoy
3D2009 sabemos que en un plano la cantidad de puntos son
infinitos.
302009 Creo que mientras mas rectas paralelas se coloquen
P19 serd mas notoria la circunferencia que se logra.
52022 El nimero de rectas que se necesita para obtener la
circunferencia es infinito (5X2022).
2D2013 Recta, plano, el nimero de la belleza (nimero aureo)
3D2009 Indeterminado, indefinido y tiende al infinito.
P20 4F2022 Sin limite, sin fin, indefinido.
5F2022 llimitado, no hay un final, no hay un ultimo elemento.
6F2022 llimitado, innumerable, incalculable.
2
'\ o £
S E£E Pod tar los decimales o redondearlos y obtener
e E < P17 2D2013 odemos cortar , ‘ y
SE o el resultado, en mi caso he cortado los decimales.
< & g
[S)
@
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Anexo 2. Respuestas de los informantes a las preguntas del cuestionario

P1. ;Qué conjunto tiene mas nameros? N={1; 2; 3; 4;..}, M= {2; 4, 6; 8, 10;...}. Expligue su respuesta.

6 respuestas

Tienen igual cantidad.

A primera vista el conjunto N tiene mas nimeros porque implica todos los naturales, mientras el M solo
numeros pares, pero por otro lado ambos tienden al infinito, lo cual me hace dudar mi respuesta de que el
conjunto N tiene mas nimeros.

Ninguno, ya que ambos son infinitos, es decir, que no se puede precisar la cantidad exacta de nimero que
existen en cada conjunto para poder respander la pregunta.

Ninguno. Ambos tienen infinitos nimeros.

A simple vista algunos pueden pensar que el conjunto N tiene mas elementos que el conjunto M, sin
embargo al tratarse numeros naturales infinitos, estos no tienen un limite y ambos conjuntos tienen la
misma caracteristica. Entonces ninguno de los dos tiene mas elementos que el otro, esta pregunta tendria
una respuesta clara solo si se llegara a delimitar los conjuntos, pera en este caso al ser infinitos no hay un
conjunto con mas elementos.

El primer conjunto, porque la razon es 1 en cambio en el segundo la razon es de dos (niumeros pares),
ademés inicia desde el 2 hasta el infinito y el primer conjunto inicia desde 1 hasta el infinito

P2. ;Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos? Explique su respuesta.
b respuestas

A B
C D

Tienen igual cantidad. Por cada recta secante que corte AB lo hara a CD.

Si solo nos cefiimos al grafico de la figura la respuesta seria que el segmento CD posee mas puntos, pero
tedricamente hablando una recta es un conjunto infinito de puntos, por lo que el segmento, que es un trozo
de la recta es también un conjunto infinito de punto limitado por dos extremos, lo cual las haria equivalentes,
lo cual se enfatiza en el hecho que no se dan las medidas de ningdn segmento.

Sequn la definicién de segmento, es una porcidn de recta delimitada por dos puntos. Desde esa perspectiva
ambos segmentos poseen los mismos puntos.

Ninguno. Ambos tienen infinitos puntos.
Ambos tienen infinitos puntos, por lo tanto ninguno de los dos segmentos tiene mas puntos que el otro.

Ambos tienen igual, ya que una recta cualquiera que sea siempre posee infinitos puntos.
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P3. Observe la siguiente funcion cuadratica. Si tomamos el tramo de curva entre Ay B, ;Donde hay
maés puntos, en el intervalo [1, 4] de la variable x o en el tramo de curva AB? Explique su respuesta.

6 respuestas

15

Igual cantidad.

Bueno, definitivamente creo que en el tramo de la curva AB hay mas puntos porque lo relaciono mas con la
distancia recorrida al observar que en este caso nos dan los valores numéricos.

Creo que tendrian los mismo puntos, ya que si consideramos la a la recta como una funcién constante con
dominio [1; 4] y a la vez tenemos el mismo dominio para la funcion cuadratica, tendriamos como resultado
que para el mismo valor de x (mismo punto) tendriamos un rango asignado segun el tipo de funcién que
observamos.

Ninguno.

En este caso, al tratarse de un plano cartesiano, se podria decir que depende de las separaciones numéricas
que hayan hecho en los ejes. Sin embargo, esto no ocurre, y nuevamente se puede afirmar que hay infinitos
puntos en amabas lineas, tanto en la curva como en la linea recta.

Ambas tienen la misma cantidad de puntos.

P4. ;Donde cree que hay mas numeros reales, en el intervalo [0, 1] o en la semirrecta [0, «)?
Explique su respuesta.

6 respuestas

En el intervalo hay un nimero real mas.

Siempre he creido que tanto en un intervalo como en la semirrecta existen infinitos nimeros reales por lo
tanto creo que en ambos hay la misma cantidad.

Segun la propiedad de densidad de los nimero reales, siempre entre dos ndmero reales, existe otro nimero
real en medio de ellos, asi que en ambos casos hay infinitos nimeros reales en ambos casos.

Ninguno.
Al tratarse de nimeros reales, con la caracteristica de la densidad, entonces ambos tienen nimeros infinitos.

En la semirecta, porque va hacia el infinito. En el primer caso se sabe que entre un nimero y otro hay infinitos
numeros, pero en el sequndo caso a pesar de ser una semi recta hay mas nimeros reales.
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P5. Considere un numero positivo cualquiera. A continuacion, lo divide entre dos; el resultado lo
vuelve a dividir entre dos; el resultado de nuevo entre dos y asi sucesivamente. ;Qué resultado se
obtendra al final? ;Por qué?

6 respuestas

El resultado tiende a cero.
Resulta una ley de formacion, progresion geométrica de nimeros con una razon igual a 1/2.

Creo que no habria final, sino una tendencia hacia el cero, ya que por mas que sigamos dividiendo, nos
acercariamos al cero, pero nunca llegariamos a él.

No habra un resultado final, ya que esta operacion (dividir entre dos) nos llevara a un nimero que puede ser
operado de la misma forma que el anterior, y esto ocurrira de manera infinita si se quiere.

Se obtiene un nimero Real cada ves mas pequefio.

P6. Se tiene un triangulo equildtero. En primer lugar, se unen los puntos medios de los lados de
este triangulo formando un nuevo triangulo equildtero y se colorea uno de los triangulos
resultantes. Luego, realice la misma tarea con el triangulo central. Y asi sucesivamente,

A) i Tiene fin este proceso? Explique su respuesta

6 respuestas

No tiene fin, dado que cada segmento g conforma el lado de un tridangulo siempre tendra un punto medio,
entonces siempre sera posible formar un nuevo triangulo.

No tiene fin este proceso, tal vez graficamente en un papel tenga fin pero es por la herramienta que se usa
para proyectarla, la imagen en el papel es solo una representacion del concepto. Pero a nivel abstracto o
con una herramienta adecuada se podra percibir el infinito del proceso.

No creo que tenga fin, ya que como resultado siempre obtendremos un nuevo triangulo equilatero, el cual
inicia el ciclo nuevamente.

No
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Este proceso no tiene fin, se puede hacer de manera infinita. Sin embargo, s necesario aclarar que este
proceso no se puede hacer en la realidad, ya que al tomar un hoja de papel y un lapiz, va a depender
mucho del grosor de la punta del lapiz hasta donde se pueda llegar. Pero geométricamente hablando, este
proceso en el plano puede darse de manera infinita.

No tiene fin porque siempre se va ha poder hacer la misma operacion a pesar de lo diminuto que quede la
figura geométrica.

B. Del item anterior ;Como sera el area resultante?

6 respuestas

@ Una cantidad finita

@ Una cantidad infinita
@ No se puede calcular

P7. A continuacioén un grupo de segmentos de cantidad infinita, donde la longitud de cada trozo es
la mitad del anterior, y los va uniendo uno junto a otro, ;obtendra un segmento mas largo que el de
1m? ;Cuanto medira cuando los hayas unido todos?

6 respuestas

1m

Si. La suma es 1/(1-1/2)=2.

Tengo un poco de duda en mi respuesta, pero me aferro a la siguiente respuesta, creo que tendera a la
unidad, pero no llegara a alcanzarla. lo hice de forma gréfica en mi cuaderno porque tenia dudas, y claro al
principio al unir los segmentos se completaban facilmente pero los mas pequefios eran inciertos de
representar, por ello mi respuesta.

No se puede obtener un segmento mas largo que el de 1m. La medida de la union de todos sera de 2
metros.

Infinito
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Si unimos los trozos que se encuentran debajo del segmento que mide 1 metro junto al segmento de 1
metro, pues si se obtendra un segmento mas largo que el de 1 metro. Pero si la pregunta fuera: ;Obtendra
un segmento mas largo que el de 1m, sin contar el de 1m? En ese caso, se pude afirmar con toda certeza
de que los segmentos unidos que estan debajo del que mide 1m, jamas llegaran a medir un metro.

Acerca de la medida cuando los haya unido todos, eso es imposible de determinar con toda con precision,
ya que si hablamos de unién de segmentos que son la mitad de del anterior, entonces nunca se llegard a
tener la lista completa de segmentos y la longitud de cada uno, por lo que es imposible saber la medida al
unirlos a todos.

De las 5 rectas sale 0.9375. Pero se ve que las rectas siguen por lo tanto deberia ser una recta infinita.

P8. Imaginese que tiene una hoja de papel. La divide en dos trozos iguales y se queda con uno de
ellos. La parte con la que se ha quedado la vuelve a dividir en dos partes iguales y se queda con
una de ellas. Y asi sucesivamente. ;Se podra repetir el proceso tantas veces como quiera?
Justifique su respuesta.

6 respuestas

Tedricamente si, practicamente no.

Si se podra repetir el proceso cuantas veces uno quiera, pero realizado con material concreto la herramienta
(el papel) seria el limitante.

No. Debido a que el material que estamos usando(hoja de papel) no permitiria realizar el proceso las veces
que quisiera. (El proceso se podria dar infinitas veces)

Si
No, en nuestra realidad lo que ocurrira es que el papel se vuelva muy pequeiiito y las tijeras muy grandes para
poder cortar aquel trozo de papel en dos, por lo que este proceso no se podria repetir tantas veces como

quisiéramos. Sin embargo, matematicamente hablando este proceso seria infinito, y siempre se podra
obtener un nuevo trozo de papel que pueda ser cortado en dos.

Deberia ponerse, pero como el papel se va a terminar ya que no tenemos una maquina que lo haga tan
diminuto, por lo que opino que no se podria ya que existe un limite en dicho proceso.

P9. De la siguiente suma. Su resultado:

6 respuestas

1 X |
e I MYl Mt ?
o sk o)

@ A - Crece indefinidamente
@ B .- Decrece indefinidamente

@ C.- Se acerca indefinidamente a un
numero
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Justifique la respuesta que haya marcado en la P9.

6 respuestas

La suma tiene como tope o como limite a 4.
la suma se acerca a 3 paso lo mismo que P& y P7.

Se acerca indefinidamente al niumero 4, ya que al sumar las fracciones que obtenemos, éstas nos llevan a
acercarnos al namero 1, mas el uno y el dos, por eso creo que se acerca indefinidamente al nimero 4.

Seacercaal

El resultado seguira aumentando a medida que se sume la mitad del numero anterior, por lo que el resultado
de la suma crecera indefinidamente.

Crece, ya que por mas pequefia que vaya siendo el resultado de la division siempre va ir en aumento.

P10. Observe la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos
partes iguales, tomar una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos
M, N, O y P son los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente. Si se sigue
haciendo este proceso, ;cree que es posible llegar a una situacion en la que el punto medio
coincida con el punto B? Justifique su respuesta.

6 respuestas

A v N 0B
x % o

No, porque siempre entre dos puntos es posible ubicar uno central que resulta ser diferente a los extremos.
no, tiende a B pero no llegara a B.

Un punto que coincida con B seria imposible, que se acerque indefinidamente a B si, ya que al igual que la
pregunta anterior se dividira indefinidamente pero nunca llegara a tocar a B.

No

Es imposible llegar a una situacion en la que el punto medio coincida con el punto B, esto quizas se pueda
llegar a dar si lo hacemos con materiales concretos en nuestra realidad, pero aun asi si hablamos pensando
matematicamente, esto es imposible que se llegue a dar.

Se tendria que hacer el mismo proceso infinitamente, llegaria si solo se tomarian numeros naturales o
enteros, pero si se toma todos los reales no.
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P11. ;Cuanto suman los didmetros de todos los circulos de la siguiente figura si
continuan haciéndose cada vez mas pequenos?

6 respuestas

Una cantidad finita, ;cudl?
Una cantidad infinita, ;. por qué?

No se puede saber, ;por qué?

@ Una cantidad finita, , cual?
@ Una cantidad infinita, ¢ por qué?
@ No se puede saber, ;por qué?

Justifique la respuesta que haya marcado en la P11.

b respuestas

Es finita porque cada diametro nuevo es una fraccion del anterior, pero no sé cual.
la suma tiende a 12 pero no llegard a ser 12

Si ubicamos los diametros de forma vertical, nos daremos cuenta que todos ellos forman la altura del
triangulo y como sabemos el area del triangulo es (base x altura)/2, trazando la altura obtendremos dos
triangulos rectangulos cuya hipotenusa y un cateto vale 12 y 2cm respectivamente. Aplicamos teorema de
Pitagoras y obtenemos una altura de 2 raiz de 37.

Infinito

Porque siempre habra espacio para un nuevo circulo, donde se pueda afiadir una nueva cantidad de diametro
a la suma total.

Una cantidad infinita, ya que por mas pequefios que sean siempre ascenderan
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P12. Considere la siguiente sucesion de numeros: 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001 - - -Si
continuamos escribiendo numeros, ;cree que se llega a algun valor? jcudl? Explique su respuesta

6 respuestas

Si: 1/9. Porque cumple las condiciones de suma infinita: 0.1/(1-0.1)=1/9.

es decir que en algun momento lleguemos a un valor definitivo, entonces la respuesta es no, porque los
nimeros ya sean naturales, racionales, irracionales o reales son infinitos.

Se tiende al nimero cero en este caso ya que el denominador crece, mientras que el numerador es el mismo.
No
No se llega a ningun valor, se seguira continuando esta sucesion numérica de manera infinita.

Al infinito, porque siempre van ha existir los ceros a la izquierda y estos puedes ser infinitos.

P14. En la figura se muestra dos circunferencias de radios 2 y 4, respectivamente. ;Tienen estas la
misma cantidad de puntos? Explique su respuesta

6 respuestas

Si. Ya que cada radio de 4 que se pueda trazar en la circunferencia grande, contiene a un radio de 2 u.

Entiendo que los radios son segmentos de recta, en donde las distancias pueden ser iguales o una mayor
que la otra, pero si hablamos de los puntos estos son infinitos, su mismo concepto no tiene una definicion
ni tampoco nos referimos a ella en base a unas dimensiones, entonces si tenemos dos segmentos de
diferente distancia podemos afirmar que aunque sus medidas son diferentes y concretas, sus puntos son
infinitos lo cual no nos permite afirmar si una tiene mas puntos que la otra.

Si, ya que como son circunferencias concéntricas se puede trazar el punto inicial de la mas pequefa con el
punto inicial de la mas grande y asi mismo cuando concluiria con la circunferencia pequeiia también
terminaria con la circunferencia grande.

No

Si se habla de la cantidad de puntos que hay en una recta, entonces ambos tienen infinitos puntos, por lo
que no hay una cantidad precisa.

Si, porque ambas tienen infinitos puntos
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P15. ;Cree que existen diferentes tamanos de infinito? Si es asi, indique un ejemplo
de cada uno de ellos, dibuje y justifique su respuesta.

1 respuesta

No existen distintos
tamanos de infinito, el
infino es una palabra que
es sindnimo de ilimitado
por lo que, el tamafioc no
importa sino gue este no
tiene un fin o limites.

P16. Indique cual(es) de las expresiones es la correcta. Justifique su respuesta:

6 respuestas

a) 0,9<1
b 0.9=1
&) 10,951
b
a

Es la b, ya que si utilizamos el concepto de fraccion generatriz, nos dariamos cuenta que al transformarla en
una fraccion nos daria como resultado 9/9 y esto equivaldriaa 1.

A

La expresion correcta es la "a", porque el 0,9 con sobrerito podra acercarse mucho al valor 1, pero jamas lo
alcanzara, siempre sera menor que 1.

La correcta es la "a" porque la unidad es mayor a un numeros decimal
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P17. ;Puede realizar |a siguiente resta: 7,424242... - 3,151515...7? Si es posible escriba el resultado.
De lo contrario explique por qué no es posible.

6 respuestas

Si. 4.272727....

4,27272727... Si es posible, podemos cortar los decimales o redondearlos y obtener el resultado, en mi caso
he cortado los decimales.

Si es posible a través de la transformaciones a fracciones generatrices, ya que ambos son decimales
periodicos puros y por ello se pueden convertir en fracciones.

No
4,272727...

No sé puede, porque en ambos hay nimeros infinitos.

P18. Suponga que tiene que rellenar el interior de un cuadrado de 10 cm de lado con puntos.
¢Puede indicar qué cantidad de puntos cabrian? ;Y en uno de 30 cm de lado? Explique sus
respuestas

6 respuestas

En ambas cabe infinitos puntos.

puede que en ambos el nimero de puntos sea el mismo, depende de si use un lapicero o un plumén cuya
punta en muy gruesa, pero si uso, claro el mismo boligrafo el cuadrado de 10 cm tendria una menor cantidad
de puntos.

No. ya que los puntos dentro de un poligono simulan a un plano y sabemos que en un plano la cantidad de
puntos son infinitos.

No

La cantidad de puntos que cabrian son infinitos, aunque el cuadrado mida 10 o 30 cm de lado. Siempre en
ese espacio habra una cantidad infinita de puntos.

En ambos caben infinitos puntos.
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P19. Si observa el proceso siguiente, parece que rotando sucesivamente un par de rectas paralelas
se puede obtener un circulo ;Se obtendra un numero total de rectas para obtener el circulo? ;Esta
de acuerdo? Justifique su respuesta.

6 respuestas

No es posible definir el nro de rectas.

no se obtendra un nimero total de rectas para construir un circulo, otra debemos separar el concepto de la
figura con su representacion concreta, por ejemplo en esa circunferencia se observa claramente un
circulo, pero si lo representamos en un papelote con esa misma cantidad de rectas, estoy segura que
observariamos un poligono de un nimero determinado de lados.

Creo que mientras mas rectas paralelas se coloquen sera mas notoria la circunferencia que se logra.
No

Para obtener ese circulo hay que formar la circunferencia del mismo, por lo que el nimero de rectas para
obtener aquella circunferencia depende del nimero de puntos que se necesiten para formar la
circunferencia. Entonces para obtener una circunferencia perfecta, es decir que no este conformada por
lados muy pequefios, sino que sean puntos que forman una linea curva (circunferencia)es necesario que
cada recta pase por un punto de la circunferencia. Si esto es asi se puede afirmar qué el nimero de rectas
que se necesita para obtener la circunferencia es infinito.

No, el circulo esta conformado por una una susecion infinita de puntos

P20. Escriba al menos tres palabras, expresiones o frases que signifiquen lo mismo que infinito.
También puede realizar un dibujo.

6 respuestas

No encuentro otra. En algunos casos podria ser equivalente a ilimitado.
Recta, plano, el numero de la belleza (niUmero aureo).

indeterminado, indefinido y "tiende al infinito"

Sin limite, sin fin, indefinido.

ilimitado, no hay un final, no hay un ultimo elemento.

llimitado, innumerable, incalculable





