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CAPITULO XI: AREAS
Y VOLUMENES

B.VOLUMENES

RECTO RECTANGULAR U ORTOEDRO

Si sus caras son multiplos de la unidad de longitud, el
namero de cubos unitarios que contiene es:

B.VOLUMENES
’ VOLUMEN DEL PARALEPIPEDO
A V=(ancho)(largo)(alto).

Cuando no son mudltiplos enteros, puede demostrarse
qgue la anterior férmula se sigue cumpliendo. Otra
expresion de la misma férmula es:

Volumen = (&rea de la base)(altura)

Dr.Ing. Dante Guerrero
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VOLUMEN DEL PRISMA
RECTANGULAR OBLICUO

Si en un ortoedro ABCDEFGH, de base b y altura h,
hacemos una traslacion de la base superior con un
vector paralelo a EF, EpasaaE’,FaF,GaG,yHaH.

El nuevo prisma ABCDE’F’'G’H’ tiene el mismo volumen
que el ortoedro (le hemos quitado la cuiia ADHHE’'E y le

. hemos afiadido la BCG’'F’'FG, congruentes entre si).

H H G G
7 24
E ¥ -/ = H -/
/ /I’ __/ //
/N7 /|7
AN 1/
/ e
/, /,
A B

VOLUMEN DEL PRISMA
RECTANGULAR OBLICUO

Haciendo otra traslacion de la base superior, con vector
paralelo EH, se obtiene el prisma oblicuo

ABCDE”F’G”H”, que tiene también el mismo volumen, o
sea:

Volumen = Area de la base por altura
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VOLUMEN DEL PRISMA
RECTANGULAR OBLICUO

Un prisma de base cualquiera se puede dividir en
prismas de base rectangular. Si son muchos y muy
estrechos, la suma de sus volumenes da el volumen del

prisma.
(b, +b, +b, +...+b, )h=Bh

PRINCIPIO DE CAVALIERI

“Si dos sdlidos estan comprendidos entre un par de
planos paralelos, y si las dos secciones intersectadas
por los soélidos sobre un plano secante paralelo a dichos
planos son de igual area, entonces los volumenes de
dichos solidos son iguales”.

(1598 - 1647)

Jesuita, matematico y astrénomo italiano, nacido en Milan.
Llamado "nuevo Arquimedes" por su maestro Galileo.
Desde 1629 fue catedratico de astronomia en Bolonia.

Fue el primero en introducir en Italia el célculo logaritmico
(gracias a la publicaciéon en 1632 de su obra Un directorio
general de uranometria), pero debe su celebridad a su
teoria de los indivisibles, que aplica sobre todo a la
geometria: longitudes, areas y volimenes.

Aparece con su Geometria (1635) como precursor de
Newton y Leibniz.

Dr.Ing. Dante Guerrero
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PRINCIPIO DE CAVALIERI

Se puede comprender imaginando las dos figuras
cortadas por infinitos planos paralelos muy proximos. Al
ser las figuras interseccion de é&reas iguales, los
volumenes entre uno de los planos y su inmediato
superior en las dos figuras seran iguales (muy
aproximadamente). En realidad, para fundamentar en

. forma rigurosa este principio hay que acudir al calculo

integral. “ o
|h

PRINCIPIO DE CAVALIERI

Aplicandolo, se comprende que un prisma cualquiera
tiene por volumen el area de la base por la altura, igual
gue uno de base rectangular.

Dr.Ing. Dante Guerrero
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VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

Teorema:

“‘Dos piramides que tengan areas de igual base y la
misma altura, tienen el mismo volumen”. Se puede
. demostrar partiendo del Principio de Cavalieri:

VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

v Si se las coloca sobre un mismo plano, las areas

~determinadas por la interseccion con un plano paralelo a

A las bases y a la distancia “d” del vértice, son en ambas

piraAmides (S = area de cada base, h = altura comun): ,

i puesto que se obtienen areas semejantes a la base de

/ cada una. Luego al ser iguales las intersecciones, tienen
./ igual volumen, segun el Principio de Cavalieri.

. INANG
Vs =y
Gy e

Dr.Ing. Dante Guerrero 5
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VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

) Podemos ilustrarlo mediante dos piramides de bases

. equivalentes y de igual altura, cortadas por muchos

(3 planos paralelos a las bases. Entre cada dos planos,

podemos construir prismas rectos de igual volumen,

/. cuya suma sera el volumen de cada una de las
/. piramides, y por tanto un mismo valor.

VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

Teorema:

A “‘Un prisma triangular se puede descomponer en tres
& pirdmides del mismo volumen”.

Demostracion:

/" Seaun prisma triangular
ABCDEF. En sus caras se trazan
las diagonales CD, BF y BD. Se
obtienen tres tetraedros:

Dr.Ing. Dante Guerrero
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VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

La de base ABC y vértice D

A La de base DEF y vértice B

La de base CDF y vértice B
f

\/ T D
— F

Ve :

VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

Entre las tres, que son tetraedros, llenan el prisma.Las
dos primeras tienen areas de bases y alturas iguales,
luego son de igual volumen.

fl

\/ * La de base ABC y vértice D
La de base DEF y vértice B

Dr.Ing. Dante Guerrero
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VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

La primera y la tercera se pueden reordenar asi:

A Base ADC, vértice B; base CDF, vértice B. Pero ADC y
& CDF son de igual éarea (por ser la mitad de un
paralelogramo), y la altura es la misma (distancia de B al
plano de ACFD). Luego los tres tetraedros tienen el
/", mismo volumen, que es para cada uno:

VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

Segun el Principio de Cavalieri, tanto una piramide
/" cualquiera como un cono (que es una piramide de

\ . infinitas caras laterales) tienen el mismo volumen que
un tetraedro de la misma area de la base y de la misma
altura.

25
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VOLUMEN DEL SECTOR ESFERICO

Un sector esférico esta limitado por la superficie esférica
contenida dentro de una circunferencia (casquete
esférico), y la superficie conica que une esa
circunferencia con el centro.

Podemos considerar el volumen como la suma de
innumerables pirdmides de vértice en el centro de la
esfera, y bases en la superficie esférica del casquete, a
la que llenan completamente.

VOLUMEN DEL SECTOR ESFERICO

El volumen de cada una de las pirdmides es:
Y5 (4rea de la base)*(radio de la esfera)
Luego, el volumen del sector sera:
V =3iSr

- (S = superficie del casquete, R = radio de la esfera).

Dr.Ing. Dante Guerrero
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VOLUMEN DE LA ESFERA

Repitiendo el razonamiento anterior para un casquete
gue comprenda toda la esfera:

V=1SR=(1)4z.R2R=47R?

Dr.Ing. Dante Guerrero 10



GFT

VOLUMEN DEL SEGMENTO ESFERICO

El segmento esférico es la interseccion de la esferay un
semiplano de un plano secante.

Su volumen sera pues el del sector esférico, quitandole
el volumen del cono.

B

Dr.Ing. Dante Guerrero
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