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INTRODUCCION

El presente trabajo se ha redizado en la asignatura Matematica | del
segundo ciclo en las Escuelas de Ingenieria Industrial e Ingenieria de
Sistemas y fue motivado por la necesidad de meorar mi préactica docente
y brindar a los alumnos herramientas para mejorar € aprendizaje de esta
asignatura.

Lo abstracto de las matematicas no permite que los dumnos puedan ver
y manipular entes matematicos, generandose confusiones y problemas
para interpretar la informacion que un determinado elemento pueda
proporcionar. Siendo asi, con mayor dificultad podran emplear los
resultados obtenidos para predecir alguna situacion.

Pensando en esta problemética es que pensé en incorporar a trabajo en
clase e uso de Software DERIVE, para desarrollar e capitulo de
derivadas. Elegi este software por su facil mango de esta forma los
aumnos no demorarian en aprenderlo y podrian usarlo sin
complicaciones.

Para esta investigacion se elaboré un moédulo dando un tratamiento
didactico a las definiciones, teoremas, propiedades de la derivada,
apoyandonos en la teoria de Registros Semioticos, ademés de guias de
laboratorio y préacticas calificadas, apoyandonos para su elaboracion en la
Taxonomia de Bloom. Los grupos con |os que se trabgjo lainvestigacion
fueron dos uno experimental y otro de Control.

Asi, iniciamos un estudio en que planteamos la posibilidad de que los
estudiantes alcancen un aprendizaje del Calculo Diferencial més efectivo
empleando DERIVE que permita mejorar € resultado del rendimiento
delaasignaturade Matematical y por ende mejorar su calidad educativa.



CAPITULO

PROBLEMATIZACION

1.1.PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.1. ANTECEDENTES

Algunos de los trabgos encontrados con ayuda del buscador
REDEMAT son los que presento a continuacion, estos trabajos de
investigacion se han realizado empleando software educativos y
desarrollando temas como Funciones, Matrices, Geometria en los
niveles de secundaria, bachillerato y universidad.

1. TITULO: DERIVE: UNA HERRAMIENTA PARA EL
APRENDIZAJE DE LASMATEMATICAS

AUTOR: FRANCISCO CABO GARCIA
BONIFACIO LLAMAZARES RODRIGUEZ
MARIA TERESA PENA GARCIA

LUGAR: DEPARTAMENTO DE ECONOMIA APLICADA
(MATEMATICA)
UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

Los autores muestran en este trabgo su experiencia
docente con e prograna DERIVE en la asignatura
Matemdtica de las Licenciaturas en Economia y en
Administracion y Direccion de Empresas.



El objetivo es complementar € curso con una herramienta que
les permita a los alumnos visuaizar situaciones mateméticas
dificiles o muy laboriosas de trabajar manualmente pero que
tiene mucha interpretacion en la Economia.

Este equipo de docentes ha elaborado una guia dividida en
tres capitulos. El primero describe los menUs y los botones de
cada una de las ventanas del programa los dos siguiente se
dedican a estudio del Algebra y Céculo asi como a
programar agunas funciones para facilitar la resolucion de
gercicios.

La conclusion de esta investigacion es que € uso de recursos
informéticos permite un mayor acercamiento del alumno alas
asignaturas que, como matematicas, no gozan de mucha
simpatia entre los estudiantes. Ademés de desarrollar en €l
alumno una mayor destreza en las préacticas informéticas ya
gue este curso corresponde alos primeros ciclos.

TITULO: UNA PROPUESTA METODOLOGICA DE
INTRODUCCION  TEMPRANA DEL CONCEPTO DE
APROXIMACION LOCAL EN SU MANIFESTACION DE RECTA
TANGENTE VIA EL ASISTENTE MATEMATICO

AUTOR: PEDRO VICENTE ESTABAN DUARTE
PEDRO PEREZ CARRERA

LUGAR: UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA,
ESPANA

Los mapas conceptuales tienen por objeto representar
relaciones significativas entre conceptos en forma de
proposiciones, facilitando el anadlisis del lenguaje empleado en
su construccién y poniendo de manifiesto la integracion que
los aprendices tienen entre los conceptos empleados para su
elaboracion. En e modelo educativo de Van Hiele, es
considerado € lenguaje como una de sus caracteristicas
fundamentales en & proceso de aprendizaje de un concepto
geométrico o matematico y es una de los indicadores del nivel
de razonamiento en e cua un aumno se encuentra. El
modelo de Van Hiele esta compuesto por cinco niveles de
razonamiento, cinco fases del aprendizaje y € insight o
definido también como comprension. A partir del andlisis del
leguge se pueden disefiar experiencias de aprendizae



significativas para potenciar € progreso de un alumno através
de los niveles de razonamiento postulados por dicho modelo.
El proposito de esta investigacion es exponer una metodol ogia
basada en e Modelo Educativo de Van Hiele para ensefiar €
concepto de aproximacion local en su manifestacion de recta
tangente a una curva plana en un punto, a partir de la
visudlizacion que se obtiene del haz de secantes,
entendiéndolo como conjunto de rectas que pasan todas por
un punto fijo de la curvay por otros sobre la curva dada cada
vez mas cercanos a punto dado. Dicha visualizacion que se
propone, se obtiene con la ayuda del asistente matemético
DERIVE y no requiere de manipulaciones algebraicas que
entorpezcan € razonamiento que los aumnos deben
desarrollar y exhibir alo largo del proceso.

Se elabora un material disefiado para ser cubierto en una
clase, en la cua e profesor sirva de orientador, formulando
preguntas y respondiendo inquietudes en & momento
oportuno.

Como conclusiones de esta investigacion se tiene que para la
asimilaciéon efectiva de un concepto matemético se deben
tener en cuenta dos fases, una primera de proporcionar una
visualizacion adecuada del concepto a estudiar, en la que los
alumnos tienen un primer acercamiento a concepto sin
manipulaciones algebraicas. La segunda es la formalizacion
del concepto, en la cua la docencia tradicional centra todos
sus esfuerzos. La ensefianza centrada en esta segunda fase
hace mas dificil que los aumnos progresen en su
razonamiento y logren integrar y desarrollar relaciones con
los demés conceptos estudiados. Su propuesta metodol 6gica
estadirigidaalaprimerafase, esdecir ala construccion de un
concepto — definicion cuando se disponga de la madurez
algebraicay |6gico deductivo necesarias.

Su experiencia educativa siguiendo € modelo de Van Hiele
aplicado a concepto de aproximacion local, del cual esta
propuesta metodol gica es su fruto, les permite asegurar que
el 90% de los aumnos sometidos a proceso descrito pueden
verbalizar una definicién correcta de recta tangente a una
curva en uno de sus puntos partiendo del haz de secantes, y
solo el 5% de los alumnos que siguen & curso de andlisis con



una metodologia tradicional dan una definicion de tangente a
una curvaen un punto a partir del concepto de derivada.

TITULO: ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL USO HABITUAL
DEL ORDENADOR EN LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS

AUTOR: JCARIAS
LUGAR: SIMPOSIO- MADRID 11 DE DICIEM BRE DE 2003

En esta ponencia se hace una reflexion acerca del uso del
programa DERIVE 6 en |la ensefianza de las mateméticas. Se
inicia con una breve incidencia en las nuevas posibilidades del
programa respecto a su predecesor DERIVE 5.

Se propone €l uso cotidiano, incorporado a todas las fases del
proceso de enseflanza aprendizaje, la idea de que “Los
métodos con los que los estudiantes han de ser introducidos
para resolver |os problemas han de tener en cuenta lo que las
nuevas tecnol ogias son capaces de hacer” , lellevaa concluir
gue no se pueden cambiar |os programas curriculares pero que
se pueden aprovechar todas las potencialidades que ofrece
DERIVE paa hacer de e una herramienta capaz de
contribuir en laformacion de conocimiento en el alumno.
Respecto a la evaluacion explica que no se trata de poner
examenes  especiadles para evaluar unas practicas con
ordenador mas 0 menos ocasionales. Menos todavia de
modificar los contenidos de las asignaturas para adaptarlos a
las posibilidades del software, al contrario en esta experiencia
se plantea valorar las consecuencias de permitir e uso del
ordenador en los exadmenes, entendidos estos como los
examenes de siempre, los mismos que se hubiesen propuestos
S no se contase con el ordenador.

Como conclusion se menciona la elaboracion de examenes
donde & alumno plantea e problema pero las cuentas las hace
el programa, por tanto hay una subida de nivel por que nos
centramos mMas en |os problemas (frente a los gercicios) y por
gue la economia de tiempo permite abarcar mas materias en el
examen.

Como primera consecuencia los resultados académicos
mejoran pues hay mayor motivacion en e estudiante como



consecuencia de la introduccién de la tecnologia y como
consecuencia del mismo planteamiento de la iniciativa, que
lleva a restar importancia a habilidades algebraicas mal
adquiridas. La llamada falta de base se cifie demasiadas veces
a una mera deficiencia en esas habilidades que no
necesariamente llevan unida una deficiencia en la capacidad
de razonar matemati camente.

Como segunda consecuencia se tiene que € uso del ordenador
implica cambios en los contenidos no con ello perdiendo €
rigor que las matematicas requieren. Pero si permitiendo dejar
de ser esclavos de las limitaciones del calculo y trabajando
gemplos redistas que solo con ayuda de un ordenador
podrian visuaizarse en e menor tiempo posible permitiendo
de esta manera € invertir € tiempo disponible en € andlisisy
comprension de conceptos.

TITULO:CURSO DE CALCULO DIFERENCIAL POR
COMPUTADORA

AUTOR: JOSE HUMBERTO GIRALDO

LUGAR: DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE LOS ANDESBOGOTA-
COLOMBIA.

SEMINARIO |

En este seminario se expone € proyecto piloto de ensefianza
de célculo diferencial con computadoras que se esta
desarrollando en la Universidad de los Andes. En la primera
fase del proyecto participan cuatro profesores del
departamento, estos profesores ensefian aproximadamente en
cuatro secciones diferentes de aproximadamente 130
estudiantes cada una. Al principio del semestre cada
estudiante recibe un CD gue contiene lainformacion del curso
y que incluye todas las guias que se usaran durante €
semestre. Estas guias tiene un formato especial; después de
discutir un determinado concepto, €l estudiante esta obligado
a resolver determinados problemas relacionados con € tema
gue se haexplorado.



Ademas se trabgja para que € estudiante aprenda a encontrar
conexion entre la parte agebraica y la parte grafico
geomeétrica.

La evaluacién continua del estudiante también se contempla
como un componente de la estructura del curso. El estudiante
tiene un quiz semana que se publica en laweb. El objetivo es
tener a estudiante trabagjando todo e tiempo en los conceptos
y darle informacién al profesor sobre como se estan
asimilando dichos conceptos.

El profesor Giraldo, no obstante, expreso que las
computadoras no van areemplazar alos profesores porque los
estudiantes siempre van a querer salir de sus casas para
socializarse, algarse de susfamiliaseir alauniversidad.
Finalmente al gunas reflexiones son:

1. A pesar de lo atractivo y novedosos que resultan estas
metodol ogias, no se puede perder de vista lo que es esencid
en un curso de matematicas, a saber, hacer que el estudiante
adquiera una forma de pensar precisa, coherente y exhaustiva,
ensefiarle de una manera claralos conceptos y 10s argumentos
l6gico que los sustentan, darle herramientas metodol 6gicas
para solucionar problemas, transmitirle una pasion por €
mundo de las matematicas, hacerle apreciar su elegancia 'y su
utilidad.

2. No cabe duda de gue las computadoras con sus calculos
agilismos y sus estupendas animaciones y sus gréaficas,
pueden ayudar a cumplir los objetivos mencionados
anteriormente, pues permite explicar con mucha claridad y
entender con gran facilidad las nociones matematicas mas
intrinsecas.

TITULO: MATEMATICAS CON DERIVE EN EL SALON DE
CLASES

AUTOR: HECTOR AEGUETA VILLAMAR
MARIA JUANA LINARESALTAMIRANO

LUGAR: DIRECCION GENERAL DE SERVICIOS DE
COMPUTO ACADEMICO. UNIVERSIDAD
NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.



El objetivo de este trabajo es mostrar diversas aplicaciones
del programa Derive para PC, en € proceso de ensefianza de
las matematicas, en los niveles de secundaria y medio
superior.

Derive es un asistente matematico que permite realizar
calculos numéricos y calculos simbdlicos. El programa puede
trabgjar con distintos tipos de precision para los calculos
3.1416..., 1.41..., 2.71...,, etc., entonces puede utilizar la
precision exacta.

Con Derive es posible trabgjar una amplia gama de temas
matematicos, como Aritmética de numeros redes vy
complgjos, Algebra, Sistemas de Ecuaciones, Funciones,
Céaculo Diferencia e Integral, Vectores y Matrices,
Graficacion en dos y tres dimensiones, en coordenadas
cartesianas y polares, etc.

Derive cuenta ademas con agunas posibilidades de
programacion con las que & usuario puede definir sus propias
funciones, puede trabagjar con operadores booleanos y con €l
operador condiciona If, también puede crear funciones
recursivas y de iteracion, entre otras.

Esto dltimo permite al usuario crear sus propias aplicaciones
para resolver una diversidad de problemas. El programa
incluye algunos archivos llamados de aplicacion de gran
utilidad para resolver Ecuaciones Diferenciales, Transformada
de Laplace, Integrales Elipticas y para Graficar Curvas y
Superficies Paramétricas en tres dimensiones, etc.

Ademas de su contenido matematico, la gran virtud de Derive
€S que corre précticamente en cualquier computadora e
inclusive puede correr desde € diskette que lo contenga.
Ademés DERIVE presenta como anexos ilustraciones de
algunos de |os documentos que trabagjaron en € Taller.

1.1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Durante €l tiempo que he ensefiado la asignatura de Matemética |
he notado algunas dificultades comunes en los aumnos con
respecto a tema del célculo diferencial. Este suceso me ha
permitido fijar laatencion vy reflexionar sobre laidea de trabajar



1.13.

con algun recurso que me lleve amejorar mi practica docente. Asi
planteo el siguiente problema:

¢En qué medida la aplicacion del programa DERIVE  contribuye
ameorar e aprendizgje del Caculo Diferencial en los alumnos
de la asignatura de Matematica | de la Escuela de Ingenieria
Industria y de Sistemas de la Universidad César Vallgjo 2006?

JUSTIFICACION

En & desarrollo de nuestra labor como docentes del area de
matematica, nos encontramos con grupos de estudiantes que
presentan dificultades en su rendimiento académico. El nimero de
desaprobados en la asignatura incrementa conforme € curso se
desarrolla y su retiro de la asignatura es una consecuencia que no
tarda en aparecer.

Esta situacion se debe a diversas causas entre ellas podemos
mencionar € empleo de estrategias instruccionales inadecuadas,
el desconocimiento por parte de los docentes de los
conocimientos previos que tienen los aumnos y un conjunto de
factores como lo son lo relacionado con € curriculo, € docente, €l
estudiante, las tareas académicas, € contexto socio cultura y las
estrategias tanto instruccionales como de aprendizaje.

Por otro lado la tecnol ogia ha afectado a nuestras vidas de muchas
maneras. Es imposible que ella no afecte la educacion, ya que
después de todo uno de los objetivos de la educacion es € de
preparar a individuo para que se desenvuelva en la sociedad y la
sociedad esta imbuida de tecnologia.

La complgidad de esta problematica lleva a la necesidad de
plantear alternativas que contribuyan a mejorar |os procesos de la
ensefianza- aprendizaje en tal sentido consideraré el uso de un
programa matematico DERIVE.

Asi, siendo profesora de la asignatura de Matemética |, inicio un
estudio en que planteo la posibilidad de que los estudiantes
alcancen un aprendizgje del Célculo Diferencial més efectivo
empleando DERIVE que permita mejorar € resultado del
rendimiento de la asignatura de Matemética | y por ende mejorar
su calidad educativa.


http://www.monografias.com/trabajos15/curriculum/curriculum.shtml�

Normalmente este trabgjo de investigacion no debe detenerse en
la mera descripcion de los problemas sino que, como resultado
del andlisis de su origen, debe desembocar en propuestas, tal
como la que planteo, que contribuyan a superarlos o a menos que
la mayoria de estudiantes |os superen.

1.1.4. HIPOTESIS
Hipotesisdela lnvestigacion

H,: Los estudiantes de la asignatura de Matematica | Seccién
A aula 412 dd semestre 2006 Il de Ingenieria Industria
gue usan € software DERIVE obtienen un mejor
rendimiento académico que los alumnos de la asignatura
de Matemética | Seccion B aula 413 del semestre 2006 |1
de Ingenieria de Sistemas que no utilizan esta herramienta
informética.

Hipotesis Nula

H, : Los estudiantes de la asignatura de Matemética | Seccion

A aula 412 del semestre 2006 Il que usan € software
DERIVE de Ingenieria Industrial no obtienen un mejor
rendimiento académico que los alumnos de la asignatura
de Matemética | Seccion B aula 413 del semestre 2006 ||
de Ingenieria de Sistemas que no utilizan esta herramienta
informética.

1.1.5. VARIABLES
Variable Independiente:  Uso del programa DERIVE

Variable Dependiente:  Rendimiento académico de los alumnos.

Variables Intervinientes. Asistencia a clases, horarios, tipo de
contenidos, grado de motivacion de los alumnos.



1.1.6. POBLACION

Los alumnos de la asignatura de Matemética | de la Escuela de
Ingenieria Industrial y de Sistemas de la Universidad César
Valgo durante e segundo semestre 2006. Son en total 51
alumnos.

Se tomara en cuenta € promedio final a terminar cada ciclo:
Semestre 2006 — 1.

1.2.0BJETIVOSDE LA INVESTIGACION.
1.2.1. OBJETIVO GENERAL.

Evaluar laeficaciadel programa DERIVE como recurso didactico
en el proceso de ensefianza — aprendizaje del Calculo Diferencia
en los alumnos de la asignatura de Matematica | de la Escuela de
Ingenieria Industrial y de Sistemas de la Universidad César
Vallgo.

1.2.2. OBJETIVOSESPECIFICOS.

1. Diseflar la propuesta de ensefianza en sus aspectos
conceptuales y practicos.

2. Fomentar en los alumnos las capacidades de observar,
discernir, analizar e interpretar.

3. Proponer guias y actividades de aprendizaje que conlleven a
alumno al aprendizagje significativo



CAPITULOIII

FUNDAMENTO TEORICO

INTRODUCCION

Iniciamos este capitulo refiriéndonos a silabo de Matemética I, a
continuacion abordaremos |os contenidos matemati cos necesarios para la
investigacion, ademéas de la propuesta de trabagjar con € programa
DERIVE.

2.1 DISENO CURRICULAR DE LA ASIGNATURA DE
MATEMATICA |

2.1.1. SILABO DE LA ASIGNATURA DE MATEMATICA |
La asignatura que ensefio en la Universidad Cesar Vallgo, en las
Escuelas de Ingenieria de Sistemas e Ingenieria Industrial, es
Mateméticall.

El silabo se ha elaborado en base a los temas que indica € plan de
estudios enviado por la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Cesar Vdlgo de Trujillo, y es e mismo para ambas escuelas,
sefialo ademés que en ambas escuelas tiene como pre-requisito la
asignatura de 16gico matematica, curso donde se desarrollan temas
como Logica Matemética, Fundamentos de Algebra, Matrices y
Determinantes y Geometria Analitica.
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El silabo de esta asignatura se presenta en Anexo 1, pero a
continuacién describiré sus contenidos empezando por mencionar
gue se deben trabajar tres capitulos los cuales son:

1. Funciones

2. Limitesy Continuidad

3.  Cdéculo Diferencid.

El Desarrollo de esta asignatura esta orientado alograr potenciar en
el estudiante capacidades propias del area de Matematica como €l
razonamiento y demostracion, la interpretacion de graficos y
expresiones simbdlicas y la resolucién de problemas.

Asi como presentar 1os medios necesarios para la adquisicion de
ciertas destrezas como: andlisis, interpretacion y aplicacion de
fundamentos teoricos.

Finalmente el logro de los objetivos de esta asignatura se vera
reflgado, y podra ser evaluado en la eficiencia que demuestren los
alumnos al resolver situaciones reales.

DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Sabemos que la didéctica de las mateméticas es la ciencia del
estudio y de la ayuda a estudio de las matematicas. Su objetivo es
Ilegar a describir y caracterizar |0s procesos de estudio — 0 procesos
didéacticos — de cara a proponer explicaciones y respuestas solidas a
las dificultades con que se encuentran todos aguellos que estudian
mateméticas™.

Didéctica de las Matematicas no es un recetario didéctico, ni un
modelo para la ensefianza, sino un intento de transmitir algunas
reflexiones, producto de la experiencia y de la lectura de
especidistas en € tema.

Ta vez lo que se pretenda lograr es estimular “la sorpresa
matematica’ en el vinculo con nuestros alumnos.

Esta sorpresa se basa en provocar conceptos, demostraciones
elementales, con interés, reflexion, intriga o admiracion.

Es responsabilidad del docente proponer una situacion adecuada
mediante una pregunta que motive las distintas situaciones de

1 BROUSSEAU, GUY. “Los Diferentes roles del maestro”. Paidds. 1994.



aprendizaje, con conocimientos anteriores; que e alumno debera
acomodar y adecuar alas nuevas situaciones.

Luego modificar el conocimiento como respuesta a medio y no
como deseo del maestro, es una necesidad que se convierte en una
obligacion, es nuestra tarea.

No se pretende en este trabgjo abordar toda la problematica
(referido en este caso a céculo diferencial) con la que & profesor
se enfrenta en su quehacer diario, ya que ésta es muy complegja y
tiene varias aristas, que € docente debe conocer, como:
conocimientos y teorias epistemol dgicas.

Al respecto conocemos que se han desarrollado diferentes teorias
como: Registros de representacion semidtica de Raymond Duval,
teoria de Situaciones Didactica de Guy Brousseau, Teoria Socio
epistemolégica y € enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e
Instruccién Matemética. Y para este trabgjo de investigacion se ha
considerado tomar como referencia la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica y la Taxonomia de Raymond Duval
paralaparte de la evauacion.

221 REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA.
RAYMOND DUVAL

Raymond Duva se ha interesado por los problemas de
manipulacion de representantes dentro de un sistema matemaético
de signos y sobre los problemas de conversion de representaciones
entre dos o més sistemas de un mismo objeto matemético,
generando una nueva nocién que es la de Registro de
representacion.

Un registro: es un signo en & sentido mas amplio de la palabra:
trazos, iconos, simbolos, etc.

Los registros son medios de expresion y de representacion
caracterizados precisamente por SuUs respectivos  Sistemas
semioticos.

El aprendizagje de las mateméticas constituye un campo de estudio
privilegiado para e andisis de las actividades cognitivas
fundamentales como la conceptualizacion, € razonamiento, la
resolucion de problemas y la comprensién de textos. La
particularidad del aprendizaje de las matematicas hace que estas
actividades cognitivas regquieran de la utilizacion de sistemas de



expresion y de representacion distinta a los del lenguaje natural o
de las imégenes.

Bajo estas ideas se puede considerar €l hecho de que no puede
haber comprensién matematica si no se distingue un objeto de su
representacion y es que no podemos confundir los objetos
mateméaticos como o son, por e emplo, los nimeros, las funciones,
las rectas con sus representaciones es decir las escrituras decimales
o fraccionarias, los simbolos, los gréficos, los trazos de las figuras.
Pues un mismo objeto matematico puede darse a través de
representaciones muy distintas y debemos tener claro como
docentes que toda confusion entre e objeto y su representacion
provoca, en un plazo més o menos amplio, una perdida en la
comprension.

En esta teoria se sefiala, primer lugar, que cuando hablamos de
representaciones es necesario considerar 10s siguientes aspectos:

1. El sistema por € cua se produce la representacion.- Cualquier
representacion se produce a través de un sistema en particular. El
contenido de la representacion de un objeto cambia de acuerdo con
el sistema de representacion que se utiliza para su produccion. El
pensamiento humano requiere la movilizacion de varios sistemas
de representacion de produccion y su coordinacion.

2. Larelacién entre larepresentacion y €l objeto representado.

3. Laposibilidad de un acceso a objeto representado, aparte de la
representaci on semiotica.

4. Larazon por laque el uso de larepresentacion es necesaria.

El tema de derivadas se puede aplicar como un gemplo de esta
teoria por cuanto los alumnos tienen siempre problemas para pasar
de una forma de representacion a otra.

222 TAXONOMIA DE BLOOM Y LOS NIVELES EN
QUE SE PUEDEN CLASIFICAR LOS OBJETIVOS
DE APRENDIZAJE

En e propdsito de mejorar la calidad y eficiencias de la educacion
debemos buscar que los alumnos, elementos esenciales de nuestra
tarea, logren los mas altos niveles de aprendizaje. Asi con ayuda de
la taxonomia de Bloom especificaré objetivos, seleccionaré los
contenidos y disefiaré |os instrumentos de eval uacion.



En e dominio cognoscitivo en lugar de contentarnos con la
memorizacion de conocimientos, primer escalon, debemos hacer
gue logren €l nivel més alto. Dichos niveles son |os siguientes:

1. CONOCIMIENTO

Se refiere a la capacidad de recordar hechos especificos y
universales, métodos y procesos, esguemas, estructuras 0 marcos
de referencia sin elaboracion de ninguna especie, puesto que
cuaquier cambio yaimplica un proceso de nivel superior.

Requiere que e alumno repita algan dato, teoria o principio en
su formaoriginal.

e Terminologia (palabras, términos técnicos, etc.)

e Hechos especificos (fechas, partes de algo, acontecimientos,
etc.)

e Convencionalismos (formas de tratar ideas dentro de un campo
de estudio, férmulas)

e Corrientesy sucesiones (tendencias y secuencias)

e Clasificaciones y categorias (clases, grupos, divisiones, etc.)
criterios (para juzgar 0 comprobar hechos, principios,
opiniones y tipos de conducta)

e Metodologia (métodos de investigacion, técnicas y
procedimientos).

e Principios y generalizaciones (abstracciones particulares para
explicar, describir, predecir o determinar acciones)

e Teorias y estructuras (evocacion de teorias, interrelaciones de
los principios y generalizaciones)

Verbos que se usan con frecuencia para redactar objetivos de este

nivel:

Definir - Sefialar — Describir - Nombrar — Identificar — Narrar —

Indicar — Mencionar.

2. COMPRENSION

Se refiere a la capacidad de comprender o aprehender; en
donde €l estudiante sabe qué se le estd comunicando y hace uso de
los materides o0 ideas que se le presentan, sin tener que
relacionarlos con otros materiales o percibir la totalidad de sus
implicaciones. El material requiere de un proceso de transferenciay



generalizacion, lo que demanda una mayor capacidad de

pensamiento abstracto.

Requiere que & alumno explique las relaciones entre los datos

o los principios que rigen las clasificaciones, dimensiones o

arreglos en una determinada materia, conocimiento de los criterios

fundamentales que rigen la evaluacién de hechos o principios, y

conocimientos de lametodologia, principios y generalizaciones.

e Traduccion (parafrasear; habilidad para comprender
afirmaciones no literales como simbolismos, metéaforas,
traducir material matematico, simbalico, etc.)

e Interpretacion (explicacion o resumen; implica reordenamiento
0 nuevos arreglos de puntos de vista)

e Extrapolacion (implicaciones, consecuencias, corolarios,
efectos, prediccion, etc.)

Verbos que se usan con frecuencia para redactar objetivos de este

nivel:

Traducir — Resumir — Expresar — Parafrasear — Discutir.

3. APLICACION

Se guia por los mismos principios de lacomprensiéon y la Unica
diferencia perceptible es |a cantidad de elementos novedosos en la
tarea por realizar. Requiere el uso de abstracciones en situaciones
particulares y concretas. Pueden presentarse en forma de ideas
generales, reglas de procedimiento o métodos generalizados y
pueden ser también principios, ideas y teorias que deben
recordarse de memoriay aplicarse.

e Solucion de problemas en situaciones particulares y concretas
(utilizacion de abstracciones en tipos de conducta y tipos de
problemas)

Verbos que se usan con frecuencia para redactar objetivos de este

nivel:

Demostrar- Practicar — Emplear — Solucionar — Aplicar — Operar —

Usar

4. ANALISIS
Consiste en descomponer un problema dado en sus partes y

descubrir las relaciones existentes entre ellas. En generd, la
eventual solucion se desprende de las relaciones que se descubren



entre |os elementos constituyentes. Implica €l fraccionamiento de
una comunicacion en sus elementos constitutivos de tal modo,
que aparezca claramente la jerarquia relativa de las ideas y se
exprese explicitamente la relacién existente entre éstas.

e Andisis de elementos (reconocer supuestos no expresados,
distinguir entre hechos e hipétesis)

e |dentificacion de relaciones entre los elementos (conexiones e
interacciones entre el ementos, comprobacion de la consistencia
de las hipdtesis con informaciones y suposi ciones dadas)

e Reconocimiento de los principios de organizacién de la
situacion problematica (estructura explicita e implicita;
reconocimiento de formas y modelos, técnicas generales
utilizadas, etc.)

e Identificacion de conclusones y fundamentacion de
enunciados.

Verbos que se usan con frecuencia para redactar objetivos de este

nivel:

Diferenciar- Distinguir- Discriminar-  Contrastar-  Criticar-

Analizar- Inferir.

5. SINTESIS

Es & proceso de trabgjar con fragmentos, partes, € ementos,
organizarlos, ordenarlos y combinarlos para formar un todo, un
esguema o estructura que antes no estaba presente de manera
clara. Requiere la reunion de los elementos y las partes para
formar un todo.

e Elaboracion de un plan o conjunto de actos planeados

(habilidad para proponer formas de comprobar |as hipotesis)

e Desarrollo de conjuntos de relaciones para clasificar o explicar
datos

e Deduccién de proposiciones y relaciones (de un grupo de
proposiciones basicas o de representaciones simbolicas)

e Construccion de un modelo o estructura

e Reordenacion de las partes en una secuencia légica

Verbos que se usan con frecuencia para redactar objetivos de este

nivel:

Organizar- Reconstruir- Proponer- Reordenar.



2.3

6. EVALUACION

Se refiere ala capacidad para evauar; se mide através de
los procesos de andlisis y sintesis. Requiere formular juicios sobre
el valor de materiales y métodos, de acuerdo con determinados
propdsitos. Incluye los juicios cuantitativos y cualitativos de
acuerdo alos criterios que se sugieran (los cuales son asignados).

e Juicios en funcién de evidencia interna (de exactitud |6gica,
consistencia o criterio interno)

e Juicios en funcion de criterios externos (criterios
seleccionados; comparacion de teorias, comparacion de un
trabaj o con respeto a normas, €etc.)

Verbos que se usan con frecuencia para redactar objetivos de este

nivel:

Juzgar- Evaluar- Apreciar — Revisar- Corregir- Seleccionar —

Justificar- Vaoriza.

DESARROLLO DE LA PARTE CONCEPTUAL DE LA
DERIVADA

En este apartado desarrollaremos los contenidos matematicos que
se presentan en € silabo de Matemética | y que son parte de la
investigacion, para lo cual hemos revisado bibliografia de autores
nacionales y extranjeros especidistas en e tema del céculo
diferencial.

1. LA IDEA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si observamos a nuestro alrededor podremos ver que nuestro
mundo se caracteriza por cambios continuos de alli la inquietud
de desarrollar métodos matematicos para cuantificar, describir y
pronosticar estos cambios. Para Wenzelburger (1993) es
justamente este e propdsito del Calculo Diferencial y presenta el
concepto de razén de cambio como fundamental.

Veamos a continuacion dos definiciones del término Razon de
Cambio media o Promedio:



DEFINICION 1:

Razon Promedio de Cambio. Sean x,=x(t,) VY

Yo=Y(to); X Y Yo Son valores de las magnitudes fisicas

en algln instante t,. Supongamos que x, cambia en la

cantidad Ax. El cambio correspondiente Ayen vy, es:

Ay = (% +MX)— f (%)

Y larazdn promedio de cambio de y conrespecto a x €s.
Ay T +A0)—1(x) (
AX AX

Ax#0).

(Hasser, 1976, 401)

DEFINICION 2:

Razén de Cambio Media. Suponga que y es unafuncion
de x, y=f(x), correspondiendo a un cambio de x a
X+Ax, la variable y cambia en una cantidad
Ay = f(X+AX)— f(X).
Asi, €l cociente de diferencias:
Cambiodex Ax  f(x+Ax)- f(x)
Cambiodey - A_y - AX
Representa la razén de cambio de y con respecto a X.
(Hoffmann, 1985, 82)

Ambas definiciones muestran la misma idea pero la definicion
que presenta Hasser (1976) es muy cuidadosa a determinar las
variables que intervienen en dla, asi da lugar a pensar en
giemplos inmediatos de aplicacion como por gjemplo la relacion
entre la cantidad demandada de un bien Q YU precio unitario,

por periodo de tiempo através de lafuncion Q = f(p).

Respecto a la segunda definicidn es mas directa, no menciona que
X, ¥,t sean magnitudes fisicas y analiza directamente los cambios
0 variaciones.



Wenzelburger (1993, 4) nos dice “Determinar razones de
cambio de procesos continuos es muchas veces mas importante
que estudiar estos procesos. Sempre que dos magnitudes
(variables) estdn conectadas mediante una relacion funcional
(funcion), se puede estudiar el cambio relativo de una de las
magnitudes con respecto a la otra”.

Como g emplos de lo anterior podemos citar ala velocidad que es
larazén (el cociente) entre una distancia 'y un tiempo, y describe
el cambio en la posicion de un cuerpo con respecto a tiempo
transcurrido.

Ciertas razones de cambio tienen nombres especiales, por
gemplo:

e Lavelocidad es solo uno de las muchas razones de cambio que
serédn importantes en este capitulo, es la razén de cambio de la
distancia con respecto al tiempo.

e Densidad de un alambre es igua a la razon de cambio de la
masa respecto la distancia

e Ingreso Marginal es igua a la razén de cambio del ingreso
respecto nimero de articulo producidos.

e Corriente es igual a la razon de cambio de la Carga eléctrica
respecto al tiempo.

Asi mismo Wenzelburger (1993) menciona  dos aspectos
importantes al estudiar €l Calculo Diferencia los cuales son:

1.- La continuidad, que significa que la relacién es completa no
tiene saltos bruscos ni interrupciones y que gréficamente se
expresa como segmentos de lineas o curvas y no como una
colecciodn de puntos aislados.

2.- Ladeterminacion de la pendiente.

Todos tenemos nociones intuitivas acerca de pendientes y como
comparar las inclinaciones de varias pendientes. Por gemplo
sabemos que cuesta méas trabagjo subir una montafia méas
empinada (pendiente grande) o que el agua de un rio corre méas
rapido s este tiene mucha pendiente. Lo que hay que explorar
entre otras cosas es la manera en la cua la medida de una
pendiente de una curva esta relacionada con el concepto de razén
de cambio.



2. LA RELACION ENTRE LAS RAZONES DE CAMBIO Y
PENDIENTES DE RECTAS

DEFINICION 3:

La pendiente de una recta en un sistema de coordenadas ( X, y)
es una medida de la razén de cambio de la variable ycon

respecto a cambio delavariable x.
(Wenzelburger, 1993, 9)

Los dos gjemplos que estudiaremos a continuacion tiene por objetivo
reforzar la definicion dada asi como dar el primer paso en €l intento
por comprobar si los alumnos pueden comprender un tipo de registro
semidtico como lo es € lenguagje escrito y luego trabgar lo
concerniente a pasar de un registro a otro como lo seria el paso de lo
enunciado alagrafica.

Ejemplo 1:

“ Quponga que sabemos que €l precio de un articulo en un primer mes
era de 600 solesy en €l tercer mes subié a 1200 soles.

MES PRECIO

1 600 Soles
3 1200 Soles
TablaN° 1

Podemos graficar estos datos Fig.1 y suponer que €l incremento del
precio ocurrié como en laFig.2



Precio Y

A
2000=1=
15004
(3,1200)
[ ]
1000=4=
(1,600)
]
500==
L ! L >
1 2 3 Mes
Fig.1

Precio Y
2000=4=
1500 ==
(3,1200)
10007
(1,600) (2,900)
500=4=
4 i
1 2 3 Mes
Fig.2

Grafica del precio dado en
soles en el primer y tercer

Grafica del supuesto crecimiento
lineal de precio entre el primer y

mes. tercer mes.
Precio
7 3 Y
20004
15004
(3,1200)
10004
(1,6
s00d (4,840)
X
t t t+ M:
es
1 3 4

Griéfico de la situacién anterior con un descuento del 30% en
el precio.

La razén de cambio del precio se define de la siguiente manera:
se calcula e cambio en direccion vertical y se divide por e cambio
en direccién horizontal. Asi la razon de cambio para los meses uno y

treses:




Razoén de cambio = 00 = 300[%} .. (D)
2 mes

Este valor numérico caracteriza € incremento del precio. En €
cuarto mes se ofrecié e producto con un 30% de descuento como
promocion (Fig.3). La razdn de cambio en este meses:

Razdn de cambio= 840-1200 = —360{%} .. (2
1 mes
Ahora consideremos un valor intermedio
Razon de cambio= 20— 000 _ 300 _ 45 Soles | (3)
2-1 1 mes

Resumimos o observado en (1), (2) y (3):

Una razdn de cambio caracteristica para una gréfica en forma de
segmentos de linea recta solo cambia s hay variacion en la
pendiente de ésta. S crece la gréfica la razon de cambio y la
pendiente son positivas. S decrece la gréfica, la razon de cambio y
la pendiente son negativas. Para calcular la razon de cambio entre
dos puntos de una gréfica se sigue €l trazo de la curva y se ven los
valores, primero e punto de la abscisa (valor en e e horizontal)
mas grande y después €l punto en la abscisa mas pequefia. Después
se forma el cociente entre la diferencia vertical y la horizontal.”

. RAZONES DE CAMBIO ENTRE DOS PUNTOS DE UNA
CURVA

La diferencia entre unarelacién lineal de una no lineal radica en que
la razén de cambio para una relacion no lineal variaalo largo de la
curva mientras que en una relacion lineal es constante para todos los
puntos de lafuncion.

Sobre &l ggemplo anterior, Wenzelburger (1993) nos dice: “es factible
gue los precios no subieran siguiendo una relacion lineal; por
gemplo ver lasfiguras4y5



Pesos W Pesos

2000 == 2000 ==

15004 1500
(3,1200) (3,1200)

1000== 1000
(1,600) (2,800) (1,600 (4.800)

500=t= 500==

Fig.4 Fig.5

Las figuras 4 y 5 corresponden al ejemplol donde se supone un
comportamiento no lineal entre el tiempo y el precio.

De acuerdo a la figura 4 € precio al principio del segundo mes
parece ser de 800 soles.

Como la razon de cambio entre e precio al final del primer mesy del
segundo mes (de 600 soles a 800 soles) tenemos

Razon de cambio= 800-600 = 200[%} ..(D
1 mes

Ahora calculamos la razon de cambio para € tercer mes:

Razoén de cambio= 1200-800 = 400{%} .. (2
3-2 mes

El valor de la razon de cambio en 1y 2 es diferente. S repetimos €l
procedimiento para otros pares de puntos, vamos a obtener muchos
valores diferentes.

La diferencia entre una curva y una linea recta es la variacion
continua de la razon de cambio a lo largo de la curva.

S suponemos ahora que los precios cambiaron de acuerdo a la
figura 5, podemos observar en la tabla las razones de cambio
calculadas para intervalos de 1 mes.



2do Mes 3er Mes 4to Mes
Razonde |14, s00 | 1200-1000 | 840-1200
cambio en
[ p@s} 1 1 1
400 200 —360
mes
TablaN° 2

Estos valores describen a grandes rasgos e comportamiento de
la curva precio en funcion del tiempo: En € segundo mes € precio
sube méas rapido que en €l tercer mes. S calculamos la razon de
cambio total del segundo al cuarto mes:

Razon de cambio=

840-600 _ 240 :80[sol&s} e
3 mes

Obtenemos una informacion equivocada, un valor positivo
pequeiio que no reflga la variacion real del precio. Por eso
concluimos que es necesario calcular razones de cambio para
interval os pequerios debido a que intervalos grandes no dan valores
representativos para la descripcién del cambio de una funcion a lo
largo delacurva’.

Observaciones sobrela definicion:

e Laletragriegadelta(A) representaladiferenciao el cambio.

. A ., , . .
e El coci enteA—y también se llama razon de cambio promedio y
X
representa graficamente |a pendiente de una recta.
e El adjetivo promedio es nombre popular pero inexacto, porque en
este contexto promedio significa aproximado.
e Larazon de cambio es suficiente para describir funciones lineales

mas no para graficas curvas.



4., LA TRANSFORMACION DE LA RAZON DE CAMBIO
PROMEDIO A LA RAZON DE CAMBIO INSTANTANEA

Al cacular razones promedio de cambio, cada una de ellas no
representa la razén de cambio a principio o a final de un intervalo
AX, Sino es un valor promedio que se toma por constante en todo el
intervalo.

Siendo asi es necesario desarrollar un método que permita
cacular larazén de cambio de la funcién origina practicamente en
cada instante; es decir, para cada valor de x queremos conocer la
razén de cambio f (x). A estarazdn de cambio se [lamalarazon de
cambio instantdnea. Es importante mencionar que una razon de
cambio instantéanea es mayormente conocida con tasa de cambio.
Wenzelburger (1993) nos dice:

Para: “Iaformadeﬂ:

AX
Ay Y=Y
A %%
Podria proponerse que los puntos x, y x coincidan; lo cual
implicaria tomar x,—x =0. Entonces la razon de cambio seria

instantanea puesto que se trataria de un punto.

Es obvio que este intento de solucion fracasa: Ya que para
Ax =0 no esta definida la razon de cambio. Por lo cual aceptaremos
el siguiente principio fundamental para la razon de cambio
instantanea:

El valor de x, —x;, seréd siempre un nimero que pueda hacerse

mas pequefio que un ndmero muy pequefio, arbitrario pero fijo.
Debido a que un nimero de esta naturaleza no es igual a cero, no
estamos considerando un intervalo de longitud cero sino que Axse
hace cada vez mas pequefio. Esto se expresa como Ax — 0.

El valor numérico al cual se aproxima % cuando Ax— Oesla
razon de cambio instantanea” .
Los problemas del 1 al 4, propuestos a continuacion tienen por
finalidad reforzar el conocimiento del alumno sobre razon de cambio
promedio e instantanea, pendiente ademas interiorizar la relacion que
existe entre ambos conceptos, asi mismo poner en practica € trabajo

de cambio de registros semioticos pues se presentan problemas que



hacen uso de los tres tipos de registro y deberan ser convertidos de
uno a otro registro para mejorar su comprension y llegar a una
solucion.

Trabajo Préactico N°1: Razén de cambio Promedio e
I nstantanea

Problema 1%

Una enfermera controla la temperatura a un paciente y registra los
resultados:

Horas | 15:00 | 16:00 | 17:00 | 18:00 | 19:00 | 20:00 | 21:00 | 22:00 | 23:00
Temp.| 36 37 | 372|378 | 379 | 40 40 40 | 375

TablaN°3
Tareasy Preguntas

a. ¢Cud es @ cambio de temperatura entre las 16:00 y las 17:00
horas, las 19:00 y las 22:00 y las 22:00horas y las 23:00?

b. Trazar lacurvade fiebre del paciente.

c. Cacular larazén de cambio entre las 15:00 y las 23:00 horas para
interval os de una hora.

d. Graficar losvalores obtenidos en c.

e. Completar latablasiguiente:

Temperatura | Gréfica Razén de Cambio
Sube Sube positiva
Quedaigual
Baa
TablaN° 4

2 El problema 1 se hatomado del libro de Wenzelburger, Didactica del Célculo
Diferencial, 1993, 36



Problema 23

Peso Promedio de un bebé.- La siguiente gréfica muestra € peso de
un bebé promedio desde € instante del nacimiento (t = 0) hasta la

edad de dos afios (t=24). Cacule las pendientes de las rectas

tangentes respectivas para estimar la razon promedio de cambio del
peso del bebé promedio cuando t =3 y cuando t=18. ¢Cud es la
razén promedio de cambio en € peso de un bebé promedio durante €l
primer afo de vida?

Grafico del peso promedio de un bebé desde su nacimiento hastalos dos afios.

AY T,
301
3.5

T, 6
25 /

/|
———————>

214 6 8 1012 14 16 18 202224
3 Meses

Fig.6

Fuente: Tomado de Thomson, Mateméticas para Administracion y Economia, 1998, 515

7.5

Pl
wn o
Ll

Peso promedio de los bebés (en libras)

Problema 3%

Selvicultura.- La siguiente grafica muestra € volumen de madera
producida en un bosque con una Unica especie. En este caso, f(t) se

3 El problema 2 se ha tomado del libro de Thomson, Mateméticas para Administracion y
Economia, 1998, P4g. 515.

* El problema 3 se hatomado del libro de Thomson, Mateméticas para Administracion y
Economia, 1998, P&g. 515.



mide en metros cubicos por hectareas y ten afios. Calcule las
pendientes de las rectas tangentes respectivas y estime la razon con
gue € incremento de madera estd cambiando al inicio del décimo afio
y a iniciode ano 30.

Grafico del valor de la madera producida en m°en funcién del tiempo.

Valor de Ia madera producida
(metros cibicos/hectirea: m’llu)

Fig. 7

Fuente: Tomado de Thomson, Mateméticas para Administracion y Economia, 1998, 515

Problema 4

Patrones de observacién de la television.- La siguiente gréfica,
basada en datos de la compariia A.C. Nielsen, muestra el porcentgje
de habitantes de Estados Unidos que ven television durante un
periodo de 24 horas en un dia habil (t = 0corresponde a las 6 am.).
Calcule las pendientes de las rectas tangentes respectivas y estime la
razén de cambio del porcentgje de habitantes que ven television entre
las4p.m.y las 11p.m.

® El problema 4 se hatomado del libro de Thomson, Mateméticas para Administracion y
Economia, 1998, P4g. 516.



Grafico del porcentaje de habitantes en Estados Unidos que ven televisién
durante las 24 horas de un dia.

¥y (%)

— b | el
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Fig.8

Fuente: Tomado de Thompson, Mateméticas para Administracion y Economia, 1998, 516

5. ALGO SOBRE HISTORIA DE LA DERIVADA

Hasta este momento hemos hablado sobre razones de cambio y como
aproximamos una razon de cambio promedio a una razon de cambio
instantanea. Ahora conoceremos como dos problemas trabajados en
épocas de la historia diferentes nos llevaron a la misma solucién: La
derivada. En esta parte hablaremos de razones de cambio e
introduciré las nociones de limites para su resolucion.

51 DOSPROBLEMA CONUNMISMO TEMA

Los problemas que trataremos a continuacion corresponden a épocas
diferentes, el primer problema es muy antiguo, se remota a la época
del gran cientifico griego Arquimedes (287-212 a.C.). Se trata del
problema de |a pendiente de la recta tangente.

El segundo problema es mas reciente. Crecié con los intentos de
Kepler, Galileo, Newton y otros para describir la velocidad de un
cuerpo en movimiento. Es € problema de la vel ocidad instanténea.
Los dos problemas, uno geométrico y el otro mecanico, parecen no
estar muy relacionados. En este caso | as apariencias engaian. Los dos
problemas son gemel os idénticos.



A. LARECTA TANGENTE

La descripcion de este problema ha sido tomada de Purcell (2003,
99): “Sea P un punto de la curva y sea Q un punto mévil cercano a P
en esa curva. Considere la recta que pasa por P y Q, llamada recta
secante. La recta tangente en P es la posicion limite (s esta existe)
de la recta secante cuando Q se mueve hacia P a lo largo de la
curva.

Grafica de las rectas secantes y tangentes a una curva desde el punto Q hasta el
punto P

y
Rectas
Q secantes

Recta
Q tangente

=

1

X

La recta tangente es la posicion
limite de la recta secante

Fig.9

Suponga que la curva es la gréfica de la ecuacion y= f(X).
Entonces P tiene coordenadas (c, f (c)) , un punto cercano a Q tiene
coordenadas (c+h, f(c+h)) y la recta secante de P a Q tiene
pendiente m,. dada por:

_ f(c+h)-f(c)
B h

Como €l objetivo es hallar la recta tangente a la curva f(x) en €
punto P, entonces intentaremos aproximar el punto Q a P para €lo
utilizaremos el concepto de limite con € fin de determinar la
pendiente de la recta tangente” :



Graéfico de las posiciones de una recta secante a una curva en los puntos Py Qy
su aproximacion a la recta tangente en P

Linea secante

c+h, f(c+h))

Linea tangente

(c+h)—f(c)
f(c) 1
; | [
C c+h” X
= li
Mtan ﬁ%mm

Fig.10
DEFINICION 4:
Recta Tangente

La recta tangente a la curvay = f(x) en e punto P(c, f(c)) es
aquellarecta que pasa por P con pendiente:

e i f(c+h)—f(c)
Pon =i =i L

Siemprey cuando este limite existaynosea oo 0 —oo.

(Purcell, 2003, 101)




A continuacién veremos un gemplo que tiene por objetivo que €l

alumno se familiarice con la definicién, la aplique y compruebe gue
esfuncional.

Ejemplo2:
Encuentre la ecuacion de la rectatangente ala curva y = (x+ 3)2 -1
enel punto (2,24).

Solucion

Encontraremos primero la pendiente de la recta tangente a la curva,
lacua estarad
Dada por:

(c+h+3)*-1-((c+3)°-1)
lim
h—0 h
(c+ 3)2 +2(c+3)h+ h? -1-(c+ 3)2 +1
h

2(c+3)h+h2
h

2(c+3)+h
Luego aplicando limites tendremos:

lim2(c+3)+h=2(c+3)
h—0

En e punto 2 la pendiente es m=10 finalmente la ecuacion de la
rectaen (2,24) es y=10(x-2)+24 6 y=10x+4



B. VELOCIDAD PROMEDIO Y VELOCIDAD
INSTANTANEA

En un contexto referido a la fisica, se propone la siguiente situacion,
con la finalidad de trabgar una solucién y de comprobar que ella
tiene mucho en comun la solucién del problema de larecta tangente:
Si vigiamos de una ciudad a otra que esta a 80 km. En 2 horas,
nuestra velocidad promedio es de 40 Km por hora.

Determinamos una velocidad promedio como la distancia de la
primera posicion a la segunda posicion dividida entre e tiempo
empleado.

Pero durante € vigje la lectura del velocimetro con frecuencia fue
diferente de 40. Al principio registro O; a veces hasta 57, a find
regresO a 0 otra vez. (Qué es lo que mide € velocimetro?
Ciertamente no indica la velocidad promedio.

Purcell (2003, 101-103) “ Considere el gjemplo mas preciso de un
objeto P que cae en € vacio.

El experimento muestra que si inici6 desde el reposo, P cae 16t2 pies

en t segundos. Por tanto cae 16 pies en € primer segundo, 64 piesen
el 2do segundo. Observemos €l diagrama del tiempo empleado y la
gréfica de la relacion tiempo/espacio recorrido.

Gréfica de la Distancia recorrida por el objeto en funcion del tiempo.

)
<
S
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S
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R
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S T
Fig.11

Ahora analicemos la velocidad promedio en algunos interval os:



16-0

t=0ot=1 Vpromzﬁzjﬁpls
6416
t=1->t=2 v =— —— =48p/s
prom 2.1 p
2
t=1->t=15 v =w=40p/s
prom 1.5-1
2
t=1->t=11 % :w:%ﬁp/s
prom 1.1-1
2
t=1->t=101 v =w=32.16p/s
prom 1.01-1

Lo gue hemos hecho es calcular |a velocidad promedio en intervalos
de tiempo cada vez mas pequeiios, cada uno iniciando en t =1. Entre
mas breve es el intervalo de tiempo, mejor aproximamos la velocidad
instantaneaen t =1.
Seamos MAs precisos. Suponga que un objeto P se mueve a lo largo
de un ge coordenado de modo que su posicién en € instante t esta
dado por S= f(t).
En e instante ¢ € objeto esta en f(c), en €l instante cercano c+h,
estaen f(c+h).Asilavelocidad promedio en esteintervalo es:

_ f(c+h)-1f(c)

Vi =
prom h

Ahora podemos definir la velocidad instantanea.

DEFINICION 5:

Velocidad Instantanea.-Si un objeto se mueve a lo largo de un
gje coordenado con funcion de posicion S= f(t) entonces su
velocidad instantanea en el instante c es:
. . f(c+h)y-f(c)
Siempreque d limiteexistaynoseac 0 —oo.
(Edwin Purcell.2003)




En € caso donde f (t) — 16t° pies, la velocidad instantanea en t =1
€s.

2
i A - f@ L 18(1+h)® 16

prom = h—0 h h—0

v=Ilimv = lim 32+16h = 32

h—0 h—0

“ Ahora podemos ver porqué llamamos a la pendiente de la recta
tangentey a la velocidad instantéanea gemel os idénticos’.

Este gemplo tiene por objetivo que € aumno vaya haciendo, a
mismo tiempo que resuelve los apartados de esta pregunta, un
verificacion de la teoria; por cuando a ir hallando la velocidad
promedio en un interval o considerablemente grande como lo esde 2 a
3y luego pase a calcular una velocidad promedio en un intervalo lo
suficientemente pequefio como o es de 2 a 2.003 y finamente
cacule lavelocidad instantanea en 2, notar&n como se aproxima una
variacion unaotra hastallegar alavariacién en un punto.

Ejemplo 3:

Un objeto vigaalo largo de una recta de modo que su posiciéon S es
S=t? +1metros después de t segundos.

a) ¢Cua essuvelocidad promedioen € intervalo 2<t <3?

b) ¢Cud essuveocidad promedio en € intervalo 2 <t < 2.003?
¢) ¢Cud essuvelocidad promedioen e intervalo 2<t<2+h?
d) Encuentrelavelocidad instantaneaent = 2.

Solucion:
_ f(c+h)-f(c)

Lavelocidad promedio estara dada por: Vorom = h

a) La velocidad promedio en € intervao 2<t<3serd
2 2
(3 +1)—(2 +1) 10—5
prom ~ 3_2 =
b) La velocidad promedio en € intervalo 2<t<2003 sera
2 2
_(2.003 +1)—(2 +1)_5.012009_5
prom 2.003-2 0.003

\Y; =5m/s

\Y; =4.003m/s




c) La velocidad promedio en € intervado 2<t<2+h sera
(2+n)?+2)~(22+1) 4,2

Vorom = - =4+hm/s
d La velocidad instantanea en t=2 serd
((2+n?+2)~(22+1) g, 2
Vorom = . = =4+hm/s luego en
t=2 eso6,

L os problemas propuestos en este apartado tienen un objetivo similar
a planteado en e gemplo anterior, es decir contrastar en la practica
lo que en lateoria se describe, ala vez potenciar su habilidad para €l
cambio de registros, ya que como se puede apreciar en los enunciados
se piden encontrar ecuaciones dadas algunas graficas y datos,
elaborar gréaficas dadas algunas formulas, interpretar informacion
presentada en ecuaciones, gréficas referidos a casos de aplicacion en
areas como fisicay biologia.

Trabajo Practico N°2: Recta Tangente y Veocidad
| nstantanea®
Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y:% en €

punto (2,1/2).

Grafico de la funcién: f(x) 1 y su recta tangente en el punto (2, %2)
X

Yy

0.5 1 2.5 3 X

Fig.12

® Losejercicio se han tomado del libro de Purcell, Célculo Diferencial,2003



Ejercicio 2:

Considere y = X -1

a) Hagaun bosquejo de su gréficatan detallado como sea posible.

b) Dibujelarectatangente en (2,7)

c) Cacule la pendiente de la recta secante que pasa por 10s puntos

@27y (2.01 (2.01)° —1)

d) Utilizando €l proceso de limite encuentre la pendiente de la recta
tangente en (2,7).

Ejercicio 3:
Encuentre las pendientes de |as rectas tangentes alacurva y = X2 -1
en los puntos de abscisas-2,-1, 0, 1, 2.

Ejercicio 4:
Haga un bosgugjo de la gréfica de y:i luego encuentre la
+

ecuacion de larectatangente en (1, 1/2).

Ejercicio 5:
Encuentre laecuacion de larectatangentea y = il en (0,-1).
X —_

Ejercicio 6:

Un experimento sugiere que un cuerpo que cae descendera
aproximadamente 16t> metros ent segundos.

a) ¢Cuanto caerdentret=0yt=17?

b) ¢Cuanto cagraentret=1yt=2?

¢) ¢Cudl essuvelocidad promedio en el intervalo 2<t <37

d) ¢Cudl essuvelocidad promedio en el intervalo 3<t<3.017
€) Encuentrelavelocidad instantaneaent = 3.

Ejercicio 7:
Un objeto vigia a lo largo de un ge coordenado de modo que su
distancia dirigida, medida desde el origen, después de t segundos es

V2t+1 metros

a) Encuentrelavelocidad instantaneaent = 2.



b) ¢Cuando acanzara unavelocidad de 1/2 pies por segundo?

Ejercicio 8:

Si una particula se mueve a lo largo de un ge coordenado de modo
gue su distancia dirigida, medida desde € origen, después de t
segundos es (—t2+4t) metros ¢Cuando la particula esta

momentaneamente detenida? Es decir en ¢qué momento su velocidad
escero?

Ejercicio 9:
Cierto cultivo de bacterias crece de modo que tiene una masa de
(%tz +1j gramos despuésdet horas.

a) ¢Cuanto creceradurante @ intervalo 2<t<2.01?

b) ¢Cud serd latasa promedio de crecimiento durante € intervalo
2<t<201?

c) ¢Cud fuelatasainstantdneade crecimientoent = 2?

LA DERIVADA
Revisemos ahora al gunas definiciones segln |os siguientes autores:

DEFINICION 6:

Si la funcion y= f(x) tiene derivada en e punto X=X, €

decir, si existe d

f(x +AX)— f(x)
lim &Y _ jim —0 0
Ax—>0AX  Ax—>0 AX

Se dice que para € valor dado x= Xy la funcién es derivable o,

lo que es 1o mismo, tiene derivada en dicho punto.
Si la funcion tiene derivada en cada punto de un intervalo (a,b),

se dice que es derivable en dicho intervalo.
(N. Piskunov, 1973, 68)




DEFINICION 7:

Lafuncion f esderivableen a s

i f@rh -t ()

h—0 h

Existe.

En este caso € limite sedesignapor f '(a)y recibe e nombre de
derivada de f en a. (Decimos también que f esderivable s
f esderivableen a paratodo a del dominiode f.)

(Spivak, 1967, 201)

DEFINICION 8:

Laderivadade unafuncion f esotrafuncion f '(Iéase“f prima’)
cuyo valor en cualquier nUmero ces
£1(c) = lim f(c+h)—f(c)
h—0 h
Siempre que este limiteexistaynoseac 0 —

(Purcell, 2003, 107)

Como podemos observar la definicidn 6 trabaja con la notacion delta
alacua los alumnos se encuentran familiarizados desde el concepto
de razén de cambio, mientras que en las otras dos definiciones se
trabgja con unaletra h la cua reemplazaa Ax. Ladefinicion 8 asi
como la 7 muestran la idea de designar con € término de derivable
en un punto alafuncion cuando esta tenga derivada en dicho punto y
de derivable cuando la derivada exista en cada punto de su dominio.

En cuanto a la definicion 8 presenta a la derivada como una funcién
f ' alaqueleecomo “f prima’.

Uniendo las tres definiciones anteriores podemos presentar la
siguiente:



Derivadade f:
La derivada de unafuncion f en un punto ¢ es otrafuncion ala

gue llamaremos  “ f prima” y denotaremos por f' siempre
gue se cumpla:

£ 1(c) = kl]ir% f(c+ hr)]— f(c)

Existe.

En este caso € limite se designa por f '(c) y recibe e nombre de
derivadade f enc.
Decimos también que f esderivables f esderivable encpara

todo cdel dominiode f .

Veamos |os siguientes g emplos, los cuales pretenden familiarizar a
los alumnos con la definicion de derivada y a manera de repaso
recordar los algoritmos empleados en € célculo de limites, como por
gjemplo el proceso de racionalizacion.

Ejemplo 4:

Sea f(x)=12x-3. Encuentre f'(4)
Solucién:

Empleando la definicion de derivada tenemos:
f(4+h)—f(4) im [12(4+h)-3]-[12(4) - 3]

f'(4)=lim
h—0 h h—0 h
imEh imee
h—0 h h—0

Ejemplo 5:

Sea f(x) =+/x, x>0.Encuentre f'(x)



Solucion:

Empleando la definicion de derivada tenemos:

f(mzyﬁfu+?—fU)
L Jx+h-+/x
= lim —m ™
h—0 h

[V R

h—0 h x+h+/x

X+h-x

= lim———=
h-0/x+h ++/x

lim h
h—0 h( x+h+«/§)

) 1
lim

1
h—0+/X+ h ++/x - 24/x

7. FORMASEQUIVALENTESDE LA DERIVADA:

Purcell (2003) hace mencion a dos formas equivalentes de la
derivadade f (x)ene punto casi laprimeraforma es.

f(@zgﬁf@+?—f@)

Gréficamente podemos ver:



Gréfico de la funcion f (X) en los puntos C y C+ h, empleado
para la primera forma de definir la derivada.

Ya

}f(c+h)—f(c)

! | »

c c+h X

Fig.13

Para la segunda forma x toma € lugar de c+h y por lo tanto
reemplazando h tenemos:

f'(c) = IimM

X—C X—C

Graficamente podemos ver:

Gréfico de la funcién f (X) en los puntos C y X, empleado

para la segunda forma de definir la derivada.

Ya

(x, £(x)

} f(x)- f(c)

ol
x
XV




Como podemos apreciar las dos formas de expresar la definicién de
la derivada son equivalente, aun cuando la notacién empleada no es
la misma, ya que como hemos podido apreciar en una €l limite esta
explicitamente en términos del incremento h, luego en e limite h
tiende a cero. En la otra no aparece h pero cuando € limite indica que
X tiende a ¢ implicitamente esta indicando que € incremento (h)
tiende a cero.

En e gemplo siguiente se intenta que los alumnos utilicen la segunda
forma de la definicion de la derivada a fin de practicarla, pero que
establezcan las diferencias en la notacion y significado en relacion a
la definicion primera.

Ejemplo 6:

Utilice la segunda forma de representa la derivada para determinar

g'(c),s g(x) %4

Solucion:
-1 -1
_X+4 c+4
X—C
—C-4+x+4
4 4
g'0) = lim XFA(E+4)
X—C X—C
—C+X
im (x+4)(c+4)
X—C X—C
(x-c)
im (x+4)(c+4)

X—C X—C

g'(c)

S a) (e 4)

1
(C+4)2

~ g'(c)=



TEOREMA 1

Sea funa funcién y xoeDf, s fes diferenciable en

x0 entonces f escontinuaen x0

(Espinoza, 2002, 456)

Demostracion.-

Espinoza, (2002, 456) demuestra este teorema de la siguiente
manera
“Por hipétesis se tiene que f es diferenciable en Xy esto quiere

decir que 3 f '(xo), y

f0g+h) - (%)
)=o)

Jdimh=f'(x).0=0
im (%)

lim 10+ )~ £ (x9) = lim
i F00+M) = 10g)

h—0 h
Entonces:

lim f h) — f —0= lim f h)— lim f -0
ﬁg)(%+ )— (%) :Dﬁg)(m+ )hgg(&ﬂ

lim f(xg+h)=f(x)
h—0
f escontinuaen xo”.

“ES muy importante recordar el teorema 1, e igualmente
importante recordar que € reciproco no se cumple. Una funcion
derivable es continua, pero una funcion continua no es
necesariamente derivable” . Spivak (1992, 213)

Con los siguientes giemplos se pretende analizar diferenciabilidad en
un punto estudiando el comportamiento de la derivada a ambos lados
del punto seleccionado.



Ejemplo 7:
Estudiar si lafuncién f (x) =|x| esdiferenciableen x=0

Solucion:

f(0+h)-f(0) _[0+h[=[0 _|n|
h ~  h  h

fO+h-f©@_  [o+h-[o]_ . | h

lim [ lim ~—= lim —=1
h—0" h h—0t h h—>ot N hoot
— 0+ h[-10 h _
im JOW-f@© _ . o+h-jof b -h
h—0~ h h—0~ h h—0~ h h—0~ h

Segun Spivak (1992, 210): “ Estos dos limites son llamados a veces
derivada por la derecha y derivada por la izquierda’, en nuestro
caso son diferentes,

lim f(0+h)— f(0)

h—0 h
No existe. Por tanto, f '(0) no existe.

Gréficamente podemos ver lafuncion f(x) =|X|

Gréfico de lafuncion valor absoluto. f (X) =|x| Paraestudiar laderivada

en x=0




Ahoraveamos la grafica de su derivada:

1 ;x>0

Gréfico de laderivada de lafuncién valor absoluto. f '(x) :{ 1 0
-1 ;x<

Ejemplo 8:

Andizar la derivada de la funcion en & punto x=0 siendo
2
f(x):{x x<0

X x>0
Solucion:
- h2
(1@ _|7H-"m "0
h
D=1, h>0
h
Asi,
lim M:o
h—0"
lim —f (h) - f(0)=1
h—0"

Podemos concluir entonces que f '(0) no existe; f no esderivable en
0.



Sin embargo la derivada existe para x = 0, calculémosla

fc+h)-f(c) (c+h)®—c® 2ch+h?
h B h -

cuando h— 0™ tenemos f '(c) = 2c de unaformasimilar calculamos

=2c+h Aplicando limite

el limite cuandoh — 0" y obtenemos f '(c) =1.

Gréficamente podemos ver:

Lo L. x° x<0 )
Gréafico de lafuncion valor absoluto. f(X) = ~ ~Paraestudiar la

X X>0
derivada en x=0.

1 ;x>0

Gréfico deladerivadadelafuncion. f '(x) =
2x ;x<0

y--‘l
13
12
|
* x
| I J J J J J J 1
20 -15 -18 -5 | _, 5 18 15 28
-2
-3
-4



Purcell (2003) demuestra graficamente, cualquier punto donde la
grafica de una funcion continua tenga una esquina o un vértice la
funcién no es diferenciable. Y esto o podemos constatar de nuestros
gjemplos anteriores.

Asi mismo este autor nos muestra una grafica donde se pueden
apreciar algunas sSituaciones para que una funciobn no sea
diferenciable en un punto.

Gréafico de posibles situaciones de funcion diferenciable en un punto.

Y

®
i ¥ =flx)
] Tangente
~1 - 2
Esquina vertical
| : | | x

b ¢ d
N /

fno es continua, f es continua f es continua

por tanto no es pero no y diferenciable

diferenciable diferenciable

Fig. 19
Fuente: Tomado del libro de Purcell, 2003, 111

En esta grafica afirmamos que la derivada el cno existe por que:
£1(x) = lim f(c+h)-f(c) C
h—0 h

Esto corresponde a hecho de que la pendiente vertica no esta
definida.

El trabgo préctico dado a continuacion, pretender que el alumno se
familiarice con las dos formas empleadas para definir la derivada.
Otra objetivo es e estudiar la diferenciabilidad de funciones en
algunos puntos en particular.



Trabajo Préactico N° 3: Derivada’

Ejerciciol
Utilice la definicién de Derivada f'(x):rl]im f(x+hr)]— Y para
—0
determinar la derivadaen xde las siguientes funciones:
8 f(x)=2x+1 b) g(x)= 2X_41 0 h(x)=x*+x2
X_
Ejercicio 2

Empleando la segunda forma para definir la derivada
1(0) = lim = 1(©)

X—C X—C

determine las derivadas de las siguientes

funciones:

a) f(x)=XL3 b) f(x)=x3+5x
X

Ejercicio 3

A continuacion te presento cuatro limites los cuales corresponden a las
derivadas de algunas funciones. ¢Podrias ayudarnos a determinar a qué
funciones se refieren?

2(5+h)°-2(5)°

a lim
h—0 h
2
3+h)"+2(3+h)-15
b) Iim( ) ( )
h—0 h
X—>Y X—-Yy
2 2
d) limX 1
x>t X—t

" Los gjercicios han sido tomados del texto de Calculo Diferencial de Purcell (2003,
111-112) y Espinoza (2002, 514 -515)



Ejercicio4

Describalos valores x paralos que f esderivable.

A. B.
Gréfico delafuncién: f(x) = |x2 —9| Gréfico delafuncion: f (x) =i
x+1
1
1 e | N
abs(x"2-9) |
Fig. 20 Fig. 21

Determinar, cuales de las funciones siguientes son derivables en los

numeros dados por Xy

VX ,x<4
. f = " =
bt {2(x—8) X>4 X =4

x+2 ,x<0
2. f()=12-2x* ,0<x<2;% =0y x =2

x2—4x+2, X>2



Ejercicio 6
Calcular losvaloresde a,b, y cparaquelafuncion:
4 g X >2
f(x)= K sea continua en x=-2 y diferenciable en x=2
ax? +bx+c si|x<2

Ejercicio7
Halar los vaores de a y b, de manera que la funcién

ax® +b 9 x<1

f(x)= 1 , 1 sea derivable en todo su dominio.
— ,9 X>
X

8. REGLASDE DERIVACION

Para Spivak (1992), € proceso de derivacion es generamente
laborioso y que si no recordamos la definicion de derivada estariamos
expuestos a no poder calcularla. Sin embargo, nos dice, que existen
algunos teoremas que nos permitiria de una forma un tanto mecanica
derivar una clase de funciones muy amplia

Asi veremos algunas reglas de derivacién que Espinoza (2002)
presenta ademas de su demostracion empleando la definicion la
notacion de Leibniz® .

1) La derivada de una constante es cero.-

s y= f(x):C:;—dizo

Demostracion:
Y _ i JXHN =T _imC=C_o . ¥ _g
dx h-0 h h>0 h dx

d
8 Lanotacion d—y corresponde a Leibniz.
X



2) Laderivadadelafuncionidentidad.-

S y= f(x):x:%:l

Demostracion:
Y i LEED =IOy XX N i1 g
dx h-0 h h-0 h h-0h h-0 dx
3) Laderivadadelafuncion potencia smple.-
S y:f(x):x"‘:ﬂ:nx”‘1
dx
Demostracion:
_ h)" = x"

dy Iimwzlim—(wr ) X ,paranel]™

dx h->o0 h h—0
Jim (x+h-x) (x+h)" 4 (x+ )P x4 (X h) X2 XM

h—0 h

= rI]irrg)(x+ h)n_1+(x+ h)n_2 X+ ..o+ (X+ h)x”_2 x o nd
—

2 et
dx

4) Laderivadadd producto de unafuncién por un escalar .-

S y:kf(x):ﬂ:kf'(x)
dx

Demostracion:
ﬂ:”mkf(x+h)—kf(x):“mk(f(x+h)—f(x))
dx h-0 h h—0 h

f(x+h)—f
kim0 g
h—0 h dx

5) Laderivadadelasuma o diferencia de dosfunciones.-

S y= f(x)ig(x):jy Fi(0 ')

X



Demostracion:

— lim (f(x+h)-f(x) N (9(x+h)-9(¥)
h—0 h - h

=f'(X)+g'(X) % =f'(X)+g'(X)

6) Laderivadadel producto de dosfunciones.-

s y= f(X)-g(X)z%z F(x)g'(x) + F'(x)g(x)

Demostracion:

dy lim f(x+h)-f(x) lim f(x+h)g(x+h)— f(x)g(x)
dx h-0 h h—0 h
Ahora sumamos y restamos f (x+ h)g(x) en el numerador:

d_y: lim f(x+h)g(x+h)—f(x+h)g(x)- f(x)g(x)+ f(x+h)g(x)

dx h-0 h

_ Iim{ f(x+h)(g(x+h)-g(x)) . a(%) (f(x+h)- f(X))}
h—0 h h

_ ”m{ f(x+h)(g<x+h)—g(x))}+ Iim[g(x)(f(x+h)_ f(x»}
h—0 h h—0 h

— lim f(x+h) lim {w} lim g(x)[lim (F(x+ )~ f(x))}
h—0 h—0 h h—0 h—0 h

= f(¥)9'(¥)+9(x).f (x)

% =f(X)g'(x) + g(x).f'(x)
X



7) Laderivadadel cociente de dosfunciones.-

_fe) _ dy F'(9()-f(9g'(X)
9(x)  dx [

,g(x) =0

Demostracion:

d_y: lim f(x+h)—f(x) — lim f(x+h)/g(x+h)—f(x)/g(x)
dx h-0 h h—0 h

— lim g(x) f(x+h)— f(x)g(x+h)
h—0 h ¢x)g(x+h)

Ahorasumando y restando f (x).g(x) en el numerador se tiene:

_lim g(x) f(x+h)—f(x)g(x) - f(X)g(x+h)+ f(X)g(x)
h—0 h gx)g(x+ h)
g()(f(x+h)—1(x)) FY(g(x+h)+g(x))
— lim h h
h—0 a(x)g(x+h)
_ 9 () - ()9 _ 9 f'(x¥) - f(x)g'(x)
9(x)g(x+0) g(x)?
dy _9(x)f'(x)-f(x)9'(x)
dx 9(%)?

Resumiendo:
. dy
1) s y=f(x)=C=—=-=0
dx
2) s y:f(x):x:ﬂzl
dx
dy n-1

3) s y=f(X)=x"="Z=nx
dx

4) s y=kf(x):>ﬂ:kf '(X)
dx



5 s y=f(x)ig(x):»%=f'(x)ig'(x)

6) s y= f(X)~9(X):>%= F(¥)g'(x) + ' (x)g(x)

f09_ dy T (99(x) - fF(X)g'(x)

7 i =
) S Y00 T o (9]

,9(x)#0

El primer grupo de gercicios de este trabgo intenta que el alumno
fortalezca una habilidad para e caculo de derivadas empleando
reglas de derivacion, € apartado B es para recordar la aplicacion de
la recta tangente a una curva y e apartado C es para trabajar con
problemas de aplicacion adiversas &reas.

Trabajo Practico N° 4: Reglas de Derivacion®

A. Encontrar la derivada de las siguientes funciones:
1) f(x)=365
2) f(x)=4x*-3x2+7

9 3
3) f(X):E—E

4) f(x)= 2x3/4 —%XG +x5—8x+1

C+2x% +7
5) f(x)=—Z "L
) (X) X4+X3+X
2
6) f(X):x—22x
4x~ +1
7 f(0)=(5Vx-1)(2x+1)
2
8) f(x)=%4);+2

° Ejercicios tomados de S.T.Tan (1998, 528-529-530-543-544)



9)

10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)

17)

18)

f(x)=9x"3

3 2
F(x) = X° —4xX°+3

2 3
f(X)=——-——=

2 X1/3

F(x) = 22+

f(X) =(x3 +2x+1)[2+x—12j

x2+1

Jx
X+ /3%
3x-1

00 = 14 2xY?
1+ x3/2

f(x)=(1+&)(2x2+3)
(x+1)(x2+1)
X—2

f(X) =

f(X) =

f(X) =

. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva graficada a
continuacion, en € punto indicado. Punto: Q(-2,3)

-3
Gréfico de la funcién: f(X) =——
x+1

'M(x)=-3/(x+1)

Fig. 22



D. Resolver los siguientes problemas:

1. Crecimiento de un tumor canceroso. El volumen de un
tumor canceroso esférico estd dado por la funcién

v(r) :gzzr3donde res € radio del tumor en centimetros.

Indique larazén de cambio en €l volumen del tumor cuando:

a) r:gcm b) r=§cm
3 4

2. Eficiencia de un obrero. Un estudio de eficiencia realizado
por la compafiia de aparatos electrénicos Electra mostré que
el nimero de walkie-talkies “Comando espacial” ensamblados
por un obrero promedio t horas después del inicio de labores

alas8 am. estadado por N(t) = 3+ 6t% +15t.

a) Encuentre la razon con que e obrero promedio ensambla
los dispositivos t horas después de iniciar su trabagjo.

b) ¢Con qué razon los estara ensamblando alas 10 am. y a
las11am.?

c) ¢Cuantosensamblardentrelas10ylas1l am.?

3. Crecimiento de poblaciones. Un estudio preparado por la
camara de comercio de cierta comunidad ha proyectado que la
poblacion de dicha comunidad crecera durante los proximos
tres afos conforme a al regla P(t) = 50000+ 30t%/2 + 20t
donde P(t) denota la poblacién dentro de t meses. ¢Con qué
rapidez crecerala poblacion dentro de nueve y 16 meses?

4. Conservacion de especies. Una especie de tortuga esta en
peligro de extincion debido a que ciertas personas recogen
grandes cantidades de huevos para venderlos como
afrodisiacos. Después de implantar severas medidas de
conservacion, se espera que la poblacion de tortugas crezca de

acuerdo con laregla N(t) = 2t3 +3t% - 4t +1000, 0<t<10,
donde N(t) denotalapoblacion al final de afio t. Encuentre la
tasa de crecimiento de poblacion de tortugas cuando t =2 y



t=8. ¢Cudl serd la poblacion diez afios después de la

implantacion de las medidas de conservacion?
Continuaremos trabgjando las reglas de derivacion, y ahora
estudiaremos las derivadas de las funciones trigonométricas, sus
inversas, la funcién logaritmica y exponencia tomando como
referencia las demostraciones presentadas en Smith (2000) y a
Piskunov (1973), incluimos también algunos ejemplos de aplicacion
directa de las reglas de derivacion.

8) Laderivadadelafuncién seno.-

s y= f(x):senxz%zcosx

Demostracion:
dy _ lim sen(x+ h) — sen(x)
dx h-o0 h

_lim senx.cosh+ senh.cos x — senx

h—0 h

. senx.cosh—senx . senh.cosx
=lim + lim———
h—0 h h—0

_ . (cosh-1) . senh.
=senx lim —— 2 4+ cosx lim ——
h—0 h h—0

= senx.(0) + cosx.(1)

dy

—~ = COSX
dx

9) Laderivadadelafuncién coseno.-

S y= f(x)zcosx:%z—senx

La demostracion de este teorema se deja como gjercicio.

10) La derivada dela funcion tangente.-

S y= f(x):tanx:%:seczx




Demostracion:

senx : .
Para f(x) =tanx=——, por regla de cociente se tiene que:
COSX

dy  (senx)'.(cosx) — senx.(cosx)'

dx cos? X
dy (cosx).(cosx) + senx.(senx)
dx cos? x

dy _ cos® X+ sen®x

dx cos? X

o 1o,

dx  cos® x

&_ sec? X
dx

Las demostraciones de las derivadas de |as funciones trigonométricas
restantes se dejan como ejercicio.

Resumiendo:
. dy
8) S y=senx=—=cosX
dx
dy

9) S y=CoSXx=>—=-senx
dx

10) s y:tanx:ﬂzﬁzx
dx

11) s y=ctgx= & = —cosec?x
dx
. dy

12) s y:secx:d—:secx.tanx
X

13) s y=cosecx= % = —CO SEC X.Ctgx
X

Ejemplo 9:

Calcular las derivadas de | as siguientes funciones:
a f(x)= 4x% - 3tan x

b) f(x):%



Solucion:

a) trabajamos con la derivada de una diferencia de funciones:

ﬂ: 4(2)x—3%c2 X
dx

ﬂ:8x—3%cz X
dx

b) Aplicando la derivada de un cociente tenemos:
dy  (senx)'.x—senx.(x)

dx X2
dy Cosx.(x)-— senx
dx B X2

14) La derivada delafuncion logaritmo.-

. B B dy 1
s y= f(x)_logax:&_glogae

Demostracion:

Utilizando la definicion de derivada tendremos;

ﬂ: i Ioga(x+ h)—Ioga(x)
dx h-0 h
|Oga(x+h)
=lim
h—0 h
|Oga(x+h)
=lim

h—0 h



haciendo t:D cuando h—->0=t—>0
X

log (1+1)
t—0 tx
L im et

==1lim
Xt—>0 t

1.. t
=—liml 1+t
th_% oga( +)

1 . t
="lo lim(1l+t
X ga[tl—m( i )}

-1 Ioga e donde: e= basedeloslogaritmos neperianos
X

s a=e=Ine=1

En particular : y:f(x):lnx:>ﬂzilne:1
dx X X

sd y:Inx:>ﬂ=1

dx X

15) La derivada dela funcion logaritmo neperiano.-

S y= f(x):lnx:>ﬂ:1
dx X

16) La derivada delafuncion exponencial .-

s y= f(x):axz%:axloga

Demostracion:

Tomando logaritmos en laigualdad y = a*, setiene: Iny = xIna
derivando la igualdad obtenida y considerando yen funcion de
X tenemos:



1 .
—.y'=lna
y
y'=ylna=a"lna
En particular si labase es a=e — Ine=1y obtenemos:

f(x):ex—>£:ex
dx

17) Laderivada delafuncion exponencial con base e.-

s y= f(x):exa%:ex

Ejemplo 10:

Calcular laderivada de la siguiente funcion:

f(x) =3x%Inx+ €

Solucion:
ﬂ:(Bx)lnx+3x2(ij+ex
dx X
ﬂ=(6x)lnx+3x+ex
dx
Resumiendo:
. dy 1
14) s =f(x)=I X=-—==log e
) y="1()=log, x=— ="log,
15) si y:Inx:>ﬂ:1
dx x
; N dy X
16) s y=f(x)=a :>d—:a loga
X
17) s f(x):exzi:ex
dx



Tomando como referencia a Piskunov (1973), estudiaremos ahora un
segundo teorema, € cual nos dara acceso a la demostracion de la
derivada de las funciones trigonométricas inversas. Note ademés que
en algunos casos usaremos la notacion y'.

Teorema 3.

Si paralafuncion
y=f(x)...(1)
Existe unafuncion inversa,
x=0(y)...(2)
Tal que en un punto y dado tenga una derivada ¢'(y), distinta de
cero, entonces la funcion y= f(x), tiene en € punto

correspondiente, x, unaderivada, f'(x), igua a % , €S decir,
oy
se verificalaformula:
1
fi(x)=——
?'(y)

Asi pues, la derivada de una de las funciones reciprocamente
inversas es igual a la inversa de la derivada de la otra funcién,
paralos correspondientes valoresde xe y

(Piskunov, 1973, 92)

Demostracion:

Dando a y unincremento Ay, delaigualdad (2) deducimos

Ax=p(y+Ay)-p(y)
Como ¢(y) es unafuncién monotona, setiene Ax = 0. Escribamos la
identidad

Ay _ 1
Ax_g
Ay

Por ser continualafuncién ¢(y), Ax — Ocuando Ay — 0.



Tomando limites cuando Ay — Oen ambos miembros de la Ultima

identidad, obtenemos: y' =—

Por |o tanto, f'(x)= i
o'(y)
(Piskunov, 1973, 93)

18) La derivada delafuncion arco seno.-

S y:f(x):arcsenx:ﬂz 1
ax 1— x2

Demostracion:

Si y=arcsenx,setieneﬂ: !

dx /1_ N

Segun la igualdad (1) tenemos: x'y =cosy, y conforme a la regla

paraderivar lafuncion inversa, se tendra

1 1
y><:x_':cosy
y

Pero cosy:\/l—senzy:\/l—xz,luego y'=\/172
1-x
La raiz se toma con e signo positivo, porque la funcidn

y=arcsenxse define en € intervalo —%Syg% y, por

consiguiente, y> 0.
(Piskunov, 1973, 95)

Ejemplo 11:

Calcular laderivada de la siguiente funcion:
f(x) = arcsen(xilj

NG



Solucion:

of 1 11
dx x+1)2 \/ (x+1)2 \/2—(x+1)2
\/1_[&) T 2
_ 1 2
\/2—(x2+2x+1) \/—X2—2X+1
2

19) La derivada delafuncion arco coseno.-

s y= f(x)=arccosx:>%: 1

Demostracion: La demostracidn se deja como trabagjo.

20) La derivada delafuncion arco tangente.-

g y:f(x):arctgx:%: 1

X 14 %2

Demostracion:

S y=arctgx, se tiene ﬂ: ! 5 S consideramos que X =tgy
dx 1+x
tenemos:
« = 1
Y cosy
Por tanto, y' = L = cos? Y,
X X'
y
Pero, cos? y= 1



Y puesto que tgy = x, tenemos en definitiva dy = !

dx 1+x?

Ejemplo 12:

Calcular laderivada de la siguiente funcion:
f(x)=@+ x2).arctg(x)

Solucién:
df . '
o (L+x%)"arctg(x) + (L+ XZ)-(a' ctg(x))

= (2x)arctg(x) + (1+ x2).

1+ x2

df
S.—=(2 ct 1
» (2x)arctg(x) +

21) Laderivada delafuncion arco cotangente.-

dy -1

s y=f(x)=arccotgx= —= >
dx 14 x

La demostracion se dga como trabgo asi como
demostraciones de las funciones inversas restantes.

22) Laderivada delafuncion arco secante.-

S y= f(x)—arcsecx:ﬂ—;
X\/Xz—l

23) Laderivada delafuncion arco cosecante.-

s y= f(x):arccosecx:ﬂ: 1

dx X /Xz 1




Resumiendo:

. y 1
18) s y=f(x)=arcsenx=—
dx  J1-x2
. dy 1
19) s = f(X) = arccosx = —
dx J1-x2
200 s y=f(x)= arctgx:>ﬂ: !
dx 1+x°
21) s y=f(x)= arccotgx:ﬂ: -1
dx 1+x?
. dy 1
22) s y=f(X)=acsecx=> —=——7+—
xVx? -1
dy -1

23) s y=f(x)=arccosecx = —2 =

dx Xy X% —1

. REGLA DE LA CADENA

Veamos a continuacion como Smith (2000) presenta y demuestra el
teorema de la regla de la cadena, un teorema para €l cdculo de
derivadas, su utilidad radica en el hecho de que nos permitira derivar
funciones compuestas, las mismas que se encuentran presentes en la
mayoria de model os mateméti cos.

Teorema 3.

Regla dela Cadena.- Si gesderivableen x y f esderivable en
g(x) , entonces:

di f (g(x))]

prommi L CIOVR G

(Smith, 2000, 228)

Demostracion:
El teorema es cierto incluso s g'(x) =0, pero la demostracion

requiere g'(x) = 0. Sea F(x) = f(g(x)) . Entonces




dl f (9(x))]
dx

F(x+h)—F(x)
h
_ jim £ (@0 ) = T(9(X)
h—0 h
_ jim @0 M)~ F(9(0) g(x+h) —g()
h—0 h g(x+h)-g(x)
i _HEOE )~ F(g0) | g+ —g(¥)
h—»0  g(x+h)—g(x) h—0 h
_pm _FEE) - F(g0) | g+ =g
g(x+h)—g(x)  g(x+h)—g(x) h—>0 h

=f(9(x)).9'(x)

=F'(X)=lim
h—0

Ahora presentamos la regla de la cadena en términos de la notacion
deLeibniz.*S y= f(u) y u=g(x), entonces y = f(g(x)); laregla
du dy du,

dela cadena expresa que — = —.—" Smith (2000, 228)
dx du dx

Ejemplo 13:

Calcular laderivada de la siguiente funcion:
a f()=0+x-13

by f(x)=eX®

o) f(x)=cosvx®+1
Solucion:

a) Siendo f(x)= (x3+ x—l)3 podemos hacer € siguiente cambio:

u=x>+x-1 asi f(u):u3 y u:(x3+x—1). Luego la

derivadaes:

o _df

dx du dx
d(u3) d(x3+x—1)
T dx

=3u%(3x% +1)



=3(x> + x-1)(3x% +1)

= Ox° +12x° —9x% +3x-3

i=3(3x5 +4x3 —3x% + x—1)
dx
b) s f(x)=e*entonces u:%(, luego
o _of
dx du dx
_d(e") d(-x/6)
du = dx
1
6
i :_le—x/6
Tdx 6

C) Seau:x2+1setieneenIafunciénlosiguiente:
f(u) =cosu donde u=+v y v:x2+1,luegoladerivada
sera
df df du dv
dx  dudv dx
d(cosu) 4[] d(x* +1)

du dv  dx

=— senu%(v)‘ll 2 (2%)

= — s/ X2 +1.%(x2 +1)_1/2.(2x)

2

-1/2
) Seny xc +1

i = -x(x2 +1
dx

Los gjercicios propuestos en este trabgjo tienen por finalidad que
alumno conozca y aplique las reglas de derivacion, asi como trabajar
reforzar su habilidad parafactorizar expresiones algebraicas.



Trabajo Practico N° 5: Reglas de Derivacion y Regla de la
Cadena™

1. Encontrar laderivada de las siguientes funciones:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

f(x)=(a+x)/a-x

1+X
f(X)=,—
(¥) =

f(x) :\3/x2+x+1
f(x)= X+~ X+ VX

f (X) = 2senx + 3cos3x

F(x)= senx
a+ cosx
f(x):ln( 1+senxj

1-senx

f (X) = sen(a+ x).co (X+®)
f(x)= (x.ctgx)2
f(x)= IogB(xz—senx)

F(x) = In(x+\/1+7)

f(x) =arctg£ 2X2j
1

f (X) — earctgx

(*-¢™)
f(x)=arctg————*~
(X) 9

4senx
f(x)=arctg| ——
9 g(3+5COSXj
1+\/§x+x2 J2x

f(x)=In| —=—"= |+ 2arctg| —~
) {1—\/§x+x2] g[l—sz

19 Ejercicios tomados de N. Piskunov (1973, 136-137)



10.

17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.

f(X) = (7X+ 4}V 49%? + 56X+ 7 — 9IN(7X + 4+ 49x? + 56X+ 7)

(0 = (x+D)| (x-DIn(1-x)* ~(x+1)|

f(X) = (5 6x)/60x—36x — 21+ 4arcseq(5_26X]
f (X) =~/2xarcsec/2x+ (8x2 —1)arcsean
f(X) = —V6Xx— X2 + Saccos(l—gj

f (x) = e¥(3sen2x — 2c0s2x)

f(x) = (5—3x)arcsec(5—3x)—In(5—3x+ \/9x? —30x + 24

FUNCIONESIMPLICITAS

El siguiente punto que vamos a estudiar corresponde a la derivacion
de funciones implicitas. Lazaro (2000) define una funcion implicita
como:

DEFINICION 9:

Funciéon I mplicita

Si tenemos una ecuacion de laforma f(x,y)=0,con y= f(x);
en e cua la variable dependiente yno estd “despgjada’ en
términos de x, entonces y sellamafuncion implicitade x

(Lazaro, 2000, 53)

Asi podemos citar como € emplos:

a) f(xy)=x>-4y b) f(x,y)=x2—xﬁ—2y2+6

El autor nos presenta dos métodos para derivar una funcion implicita,
ambos métodos seran presentados a continuacion:



ler Méodo

Aplicando en amos miembros de la ecuacion f(x,y)=0, €

operador di (derivada con respecto a x) y usando todas las reglas de
X

derivacion parafinalmente despgjar y'
2do Método

Usando derivadas parciales en laformula:

af
dy__ox
dx of

oy

Donde;

of
= . esla“DERIVADA PARCIAL DE f CONRESPECTOA X" en
X

este caso, consideramos sO0lo a x como variable y € resto de
letras se consideran como constantes.

of
8— . esla“DERIVADA PARCIAL DE f CONRESPECTOA y” en
X

este caso, consideramos solo a y como variable y € resto de

|etras se consideran como constantes.
(Lazaro, 2000, 53)

Ahora apliquemos los dos métodos revisados y reflexionemos acerca
de las ventgjas de emplearlos.

Ejemplo 14:
En laecuacion x° + y3 —3axy =0, donde y = f(x); halar %
X

Solucién:

Empleando el primer método:



Derivando ambos miembros de |a ecuacidn tenemos:

%(x‘o’ +y3 - 3axy) :%(O)

)l (e -

dx dx dx
3x2%+ 3y2ﬂ— 3a(xﬂ+ y%j =0
dx dx dx ~ dx

3x% + 3y2ﬂ—3axﬂ—3ay =0

dx dx
despegjando ﬂ :

dx

dy ay- X2
dx y2 —ax

Empleando el segundo método:

Como f(x,y)= X3 + y3 — 3axy obtenemos:

ﬂ=3x2+0—3ay y i:3y2+0—3ax
oX oy
of
dy _ ox
I : —_—=—=
uego ax - df
dy
_ 3x2 —3ay
3y2 —ax
Ejemplo 15:

2/3_|_ 2/3 2/3

En la ecuacion x y““=a“", y=f(x), aes constante,

hallar ﬂ
dx



Solucion:

Empleando el primer método:

i(x2’3+y2’3):i(a2’3)

dx dx
2.,-Us, y-l/sﬂ 0
3 dx

ﬂ_"/z
dx y—1/3 X

Empleando el segundo método:

De  f(xy)=x23+y?2/3_ a2/
obtenemos :
A _2-13 5 g 2,13
oX 3
LELIP Ey-lls _O:Ey—lls
ay 3 3
2,13
O
dx 2 y U3 X
3

11. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Lazaro (2000) nos muestra a partir de una notacion, la definicion de

las derivadas de orden superior.

NOTACION SE LEE:
dy La12derivadade Yy con respecto
— y
ax ax




2
i ﬂ =M= y" La 22derivada de Yy con respecto
dx \ dx 2
X ax
d [dzyJ dy y" La3*derivadad t
— | =" a3 derivadade Yy con respecto
dx{ dx dx ax
d(d3]| d*
&[—g] :_3,/: ) La4@derivadade Yy con respecto
dx dx ax
d d(n—l)y d"y " Lan-ésima derivada de y con
I oD = o =Yy respecto ax

(Lézaro 2000, 73)
TablaN°5

La intencion de estos dos g emplos es de gercitar la capacidad del
alumno para aplicar derivacion sucesivay simplificacion algebraica.

Ejemplo 16:
Si y=e . Halar y"
Solucion:

y'= —ke ®, y"'= k2e ™, y"= —k3e™® etc hastalan-ésima derivada

Luego Y™ =(-1)"k"e™, nel*

Ejemplo 17:

Halar f(M(0) s f(x)=|ni
1-x




Solucion:

f(x) = |niX= In() - In(1- X)

f(xX) =-In(1-x)

derivando:
-1
f(X)=———=(1-x)"1
'(X) . (1-x)

f(x) = —1(1- x)—2 (1) = (1-x)"?
f"(x) = —2(1- X) 3 (-1) = 2(1-x) 3
(4 (x) = 2(=3)(1- x) (=1 = 23(1- x)*
F O (x) = 2.3.(-4)(1-x)°(-1) = 2.3.4.(1- x)°
f((x) = (n-D)1(L-x)"
luego
Pero £ (m ) = (n-1!

12. REGLA DE L’'HOSPITAL PARA EL CALCULO DE LIMITES

INDETERMINADOS DE LASFORMAS9 e 2

o0

Teoremad.

Regladel 'Hospital.-
Supongamos que lim f(x)=0A I|m g(x)=0 Yy supongamos

X—a
también que existe fim - Entonces existe lim-+ Xy
x—a g'(X) x—a g(x)

lim 1 _ i L
x—»ag(X) x—ag'(x)

(Lazaro, 2000, 48)




Observaciones:

La regla de L’Hospital se puede aplicar también para las siguientes
formas indeterminadas:
iy lim1 ) _©

x—»ag(X) o

iy im0 _®
x>0 g(X) o

iii)
[imf(x)=0 A limg(x)=ow,entonces lim f(x).g(x)=0w
X—a X—a X—a
:||mﬂ:9 ||mw:9
x»a 1 0 x»a 1

909 O

iv) Si lim f(x)=0 A limg(x)=0w , ademés
X—>a x—>a

lim[ f(x)-g(X)]=0—w; entonces se hace la transformacion
X—a

siguiente:
Xlirja[f(X) g(X)]—)l(mf(X)[l f(X)] pero s igf(x) 1,
190
entonces se hace lim f(x):%

f(x)

V) Los limites indeterminados 1°,0°,00%se determinan buscando
previamente sus logaritmos y halando el limite del logaritmo de

laexpresion: [ f (x)]°™)

Los gemplos resueltos a continuacion intentan mostrar a aumno
algunos casos en los que € limite se puede calcular empleando regla de
L’ Hospital.



Ejemplo 18:

Calcular lossiguientes|imites:
T
. XCOSX— Senx .
a) Ilm—3 b) I|m¢X
T
x—0 X X_)OCOtg—
2
. tgx—senx .
0 lim X=X d) limxX=0
x—>0 X-—senx x—0

1

€) Iim(1+ XZ)X

x—0
Solucioén:
. Xcosx—senx O :
a) [im——  ——=—, entonces derivando numerador
x—0 x3
denominador tenemos:
_(Xcosx—senx) . COSX-— XSenx-—Cosx
[im , = lim
x—0 (Xs) x—0 3x2
- XSenx (-senx) . —cosx 1
=lim—m—=1 <= lim =—=
x>0 3x2  x-0 (3x) x>0 3 3
T
b) Iim*x:—entonceﬁ
T
x—>OCO,[gi 00
2
T
T T T T
lim X X:O = = T =T
T .
X_’Oxcotg— ©im im—">— =
2 x—>0tgLX x>07% 27X T
2 2 2 2
. tgx—senx O
C) I|mg—:—entonce£:

x—0 X—senx

y



sec? x—cosx O
— =— luego:

lim
x—0 1-cosx 0

lim 2SEC XSEC XIgX + SenX lim 2sec® xtgx + senx -0
x—0 senx x—0 Senx 0

derivando otravez:
2[25&72 XAgX + sec? x} + COS X

COS X

=3

[im
X—0

d limx*=0
x—0

Hagamos:. y = x*
Tomemos logaritmos: Iny = xIn x,

Ahoraapliquemos limites: lim[Iny]= lim[x.Inx].
x—0 x—0

Peroln[ lim y} = 0.0 entonces expresemos lafuncién como:
x—0
1
. _Inx o . X .
lim ——=—, por L’Hospital: lim=2-=—1limx=0
x>0 1 o0 x—>0 —L1 x—0
X X2
O
In[limy}:o, = limy=1 = limy=1 = limx*
x—0 x—0 x—0 x—0

e L"B(“ xz)i ~1”
1

Hacer: y= (1+ XZ)X

Inyzéln(1+ x2)

, 1
liminy = I|m—In(1+ x2)
x—0 x—0 X

sea
=1



=00.0

1
Pero: :Ilm—ln(1+x2)
X—0 X

2X
:”m1+x
x—0 1

2

I
= =)

lim(Iny)=0 luego In(limy)=0 finalmente limy=1
x—0 x—0 x—0

El siguiente grupo de gercicios pretende que e alumno afiance sus
habilidades para € manejo de reglas de derivacion ademas mejore €
manejo de expresiones algebraicas.

Trabajo Practico N° 6: Derivacion Implicita- Derivada de
Orden Superior ™

Ejerciciol

Halle |las derivadas de | as siguientes funciones implicitas:
1

1 Ix-In(xy)-==0
y

2. 5x3—3x2y3—lny:0

3. e¥+xy=e

4. l—x+|ny=0

y

5. 1/5xy+2y: y2+xy3
6. xy+sen(xy)=1

1 Ejercicios tomados de N. Piskunov (1973, 136-137)



7. X4y+1l=xy+1

8. COS(XyZ) = y2 + X
9. y+ cos(xy2)+3x2 =4
10. x2/3 _ y2/3 _5

Ejercicio 2
Encuentraladerivada del orden indicado en cada caso:
1 y= x° —2x% +5x—1. Hallar y"

2 y:gx_S. Hallar y"
3. y:x6. Hallar y(6)
4

yzin. Halar y"

X
y:Ja2 —x? . Hallar y"

y = 2+x. Hallar y"

Ejercicio 3
Empleando regla de la cadena derivar las siguientes funciones:

2
X -1 ,_
1 y=3 3 +1n 1+x2+arctgx

3x
1+ X-JE + x2 X-JE
2. y=In————+2arctg 5
1- xﬁ + x2 1-x
2n
X —
3. y=arccos
x“" +1
2senx

4, = arctg ———
4 g3+5005x



5 y= arcsem/senx

,_ X
6. y=X a? - x% + a%arcsen—

a
13. MAXIMOSY MINIMOS DE UNA FUNCION

Para determinar los maximos y minimos de una funcién es necesario
conocer algunas caracteristicas de ella, como por g emplo cuando es
creciente o decreciente. Basandonos en la bibliografia de Lazaro
Carrion (2000, 108) podemos observar |as definiciones siguientes:

DEFINICION 10:

Una funcién f(x)es creciente sobre un intervalo |, cuando se
cumple que:
S X <X =>Tf(X)<f(X), VX, X% el

(L&zaro, 2000, 108)

DEFINICION 11:

Una funcion f(x) es decreciente sobre un intervalo |, cuando se
cumple que:
S X <X = f(x)>f(X), VX,% €l

(Lézaro, 2000, 108)

13.1. CRITERIOSPARA EXTREMOSRELATIVOS

Lazaro (200, 113-114) nos muestra los criterios de la primera
y segunda derivada para encontrar |0s maximaos y minimos de
unafuncion.



1. CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea cun punto critico de f(x), donde f'(x)=0 &6 f'(c)no existe.
Si existe una vecindad de ¢, Vj(c)={c-&5,c+5)donde f(x)es
continuaen V (c) y derivable en V(c), excepto tal vez, en c.

1 Sf'(x)>0,vxe{c-5,c)A fi(x)<0,vxe{c,c+s)= f(c)
esun maximo relativo de f .

2. Sif'(x)<0,vxe{c-5,cyA f'(x)>0, vxe{c,c+s)= f(c)
esun maximo relativode f .

s
{£'(¥)>0,vxe{c-5,c) A f'(x)>0,vxe{c,c+s)} v
{f'(x)<0,¥xe{c-5,c) A f'(x)<0,Vxe{c,c+5)} = f(c)

No es maximo ni minimo relativode f .

V eamos algunos g emplos que son de aplicacion del criterio dado.

Ejemplo 19:
“3x° +5x3+54 ,x<2
Sealafuncion: f(x)={-2|x-4[+2 ,2<x<5

(5—x)e5‘x ,X>5

Hallar los maximos y minimos de esta funcion.

Solucion:



Dom(f)=R. f(X) & continua en todo %, definiendo e valor

absoluto en f tenemos lo siguiente:
~3x° +5x3 + 54 X< 2
2(x—-4)+2 ,2<x<4

f(x) = ahora encontramos la derivada de
-2(x-4)+2 ,4<x<5

(5-x)e>* x>5

lafuncion F(x):

—15x2(x—1)(x+1) X< 2
2 ,2<x<4
fi(x) =
-2 ,4<x<5
(x—6)e>* ,X>5

Encontrando los puntos criticos tenemos: {0,-1,1,2,4,5,6}

Luego de evaluar algunos puntos en los intervalos generados con los
puntos criticos de la funcién tenemos que:

f (-1 =52 es minimo relativo f(x).

f (0) =54 no esmaximo ni minimo de f(x).
f (1) =56 esun méximo relativo de f(x).
f(2) =-2 es minimo relativo f (x).

f (4) =2 esun maximo relativo de f(x).

f (5) = 0 no esmaximo ni minimo de f (x).

f (6) =E es minimo relativo f(x) .
e

2. CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f (x)unafuncion derivable en unentornode ¢c. Si f'(c)=0 A
s f "(c)existe, entonces:
1) S f"(c)<0— f(c) es un maximo relativo def .



2) S f"c)>0— f(c) es un minimo relativo def .

El siguiente ggemplo muestra la funcionalidad del criterio y se espera
gue e alumno reflexione acerca de las diferencias entre la aplicacion
de ambos.

Ejemplo 20:

Sea la funcion: f(X)=2cosx—cos2x ,xe®R, encontrar los
maximos y minimos de lafuncion.

Solucion:
Derivando lafuncion setiene:

f'(X) = —2senx+ 2sen2x = —2senx(1-2cosx) luego los  puntos
singulares (criticos) son:

De f'(x)=0 se tiene —2senx(1l-2cosx)=0 resolviendo la

ecuacion tenemos que s sex=0— x=nz+(-1)"0°=nz
ademas

s (1-2cosx)=0— x=arccos 1
2

siendo x = 2n72'i%V X = Znﬂ'is?ﬂ-

Luego |os puntos criticos son: {nrz,%+ 2n;z,%z+ Znn} :

Lasegunda derivadaes; f "(x) = 2{4cos2 X — COS X — 2} .

Se cumplen:
a f"(nr)>0— f tieneminimosrelativosen x=nz

b) f"(%+ 2nz) <0 — f tiene maximos relativos en x=%+ 2nz

C) f“(%z+ 2nz) <0 — f tiene méximos relativos en XZS?”-G- 2nr



El trabajo de aplicaciones que se dgja a continuacion tiene lafinalidad de
aplicar los criterios para hallar méximos y minimos pero es necesario
indicar, sin restarle mayor importancia a lo anterior, que es una bueno
oportunidad para que € alumno ponga en préctica € trabajo de cambio
de registros.

Trabajo Préactico N° 7: Aplicaciones de lasderivadasalos
Méaximos y Minimos de una
funcion

Ejerciciol

Costo Minimo.- Una plataforma petrolifera esta 2 Km mar adentro y la
refineria4 Km costa abgjo. Si €l costo del metro del oleoducto es doble
en e mar que en latierra firme, ¢Qué trayecto debe tener e oleoducto
paraminimizar € costo?

Ejercicio 2
Beneficio Méaximo.- ElI beneficio de cieta empresa es

P =230+ 208—%82 donde ses la cantidad (en cientos de dolares)

gastada en publicidad. ¢Qué valor de shace maximo el beneficio?

Ejercicio 3

Ciertaempresa de material fotogréfico oferta una méaquina que es capaz
de revelar y pasar a papel 15.5 fotografias por minuto. Sin embargo,
sus cualidades se van deteriorando con e tiempo de forma que €
nimero de fotografias por minuto sera funcién de la antigliedad de la
maquina de acuerdo a la siguiente expresion ( f (X) representa €l
nimero de fotografias por minuto cuando la méquina tiene x afnos):

155x-1.1x s 0<x<5

f(x)=7 5x+45

X+2
a) Estudiar lacontinuidad delafuncion f(x) .

X>5




b) Comprobar que € numero de fotografias por minuto decrece
con la antigliedad de la maguina. Justificar que s tiene mas de 5
anos revelara menos de 10 fotografias por minuto.

c) Justificar que por muy viga que sea la maguina no revelara
menos de 5 fotografias por minuto.

Ejercicio4
Se ha construido una presa de amacenamiento de agua cuyos costes de
mantenimiento diarios son una funcién de la cantidad de agua que la
misma tiene almacenada. Tales costes (en dolares.) vienen dados por la
siguiente expresion (C(x) representa el coste si € volumen de agua, en
millones de metros cubicos, es Xx):

C(x) = x> +Xx° —8x+73
a) encontrar e volumen diario de agua 6ptimo que debe mantenerse
para minimizar costes.
b) calcular €l coste minimo diario que supone el mantenimiento de la
instalacion. Si un dia la presa tiene almacenados 3 millones de metros
cubicos de agua, ¢cuanto se ha gastado de mas respecto del coste
minimo?

Ejercicio5
Un taller artesanal esté especializado en la produccion de cierto tipo de
juguetes. Los costos de fabricacion C(x) en soles, estan relacionados

con € nimero de juguetes fabricados, x, a través de la siguiente

expresion: c(x) = 10x° + 2000x + 250000

El precio de ventade 8000 soles.

a) Plantear lafuncion de ingreso que obtiene € taller con la venta de
los juguetes producidos.

b) Plantear lafuncion de beneficio, entendidos como diferencia entre
ingresos y costos de fabricacion.

c) ¢Cuantos juguetes debe fabricar para maximizar beneficios? ¢A
cuanto ascenderan estos beneficios?

Ejercicio6

Se ha investigado e tiempo (T, en minutos) que se tarda en redlizar
cierta prueba de atletismo en funcién del tiempo de entrenamiento de
los deportistas (X, en dias), obteniéndose que:



300

x+30
1125

—_—

(x=5)(x-15)

a) Judtificar quelafuncion T es continua en todo su dominio.

b) ¢Se puede afirmar que cuanto mas se entrene un deportista
menor sera el tiempo en redizar la prueba? ¢Algun deportista
tardara mas de 10 minutos en finalizar la prueba?

c) Por mucho que se entrene un deportista, ¢sera capaz de hacer la

prueba en menos de 1 minuto? ¢Y en menos de 2?

0<x<30

T(x)=
x>30

Ejercicio 7
Un individuo ha invertido en acciones de cierta compafiia durante los
tltimos 10 afos. El vaor de su cartera a lo largo del tiempo (dinero
invertido mas beneficios obtenidos, en miles) viene dado por la
siguiente expresion (x en afos):
f(X)=(x—2)°(1-2X)+252x+116 s 0<x<10
a) Determinar los intervalos de tiempo en que la cartera crecio y
aquellos en que decrecio.
b) El individuo retira sus ingresos transcurridos 10 afios. ¢Cud hubiera
sido e mejor momento para haberlo hecho? ¢Cuanto pierde por no
haberlo retirado en e momento optimo?

Ejercicio 8
El rendimiento (medido de 0 a 10) de cierto producto en funcion del
tiempo de uso (X en afos) viene dado por |a siguiente expresion:

F(X) = 8,54 —
1+x
a) ¢Hay intervalos de tiempo en los que € rendimiento crece? ¢Y en
queé decrece? ¢Cudles son?
b) ¢En qué punto se alcanza el rendimiento maximo? ¢Cuanto vale?
¢) Por mucho que pase € tiempo, ¢puede llegar a ser & rendimiento
inferior a que el producto tenia cuando era nuevo?

x>0

Ejercicio9

El peso que una plancha de cierto materia es capaz de soportar
depende de la edad de la misma segun la siguiente funcion (el peso P
en toneladas; t representa la edad en afios de la plancha):



50—t?

P(t) =
56—£ t>3
t+1

a) ¢Es & peso una funcion continua con la edad? Segun vaya pasando
el tiempo ¢Ja plancha cada vez aguantara menos peso?

b) Dicen que por mucho tiempo que transcurra, la plancha siempre
aguantara més de 40 toneladas. ¢Estés de acuerdo?

c) Esboza un dibujo de la gréfica de P (t) cuidando la concavidad y
convexidad de lafuncion.

0<t<3

Ejercicio 10
El servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo
sistema que pretende reducir a corto plazo las listas de espera. Se prevé
que a partir de ahora la siguiente funcion indicara en cada momento (t,
en meses) € porcentgje de pacientes que podra ser operado sin
necesidad de entrar en lista de espera:
t?-8t+50 s 0<t<10
p(t) =9  38t-100
0.4t
a) ¢A partir de qué momento crecerd este porcentgje? Por mucho
tiempo que pase ¢a qué porcentagje no se llegara nunca?
b) Haz un esbozo de lagraficade lafuncion P alo largo del tiempo.

t>10

2.4. LA INFORMATICA COMO RECURSO

La informatica vista como recurso y no como fin contribuye en la
ensefianza de la Matemética a una reconceptualizacion de los
planes y programas de estudio para pasar de un modelo masivo,
unidireccional centrado en € profesor a un modelo mas
individualizado centrado en € estudiante.
Esto facilita e desarrollo del pensamiento creador de los
estudiantes ya que:
e Las operaciones automaticas los ayudan a realizar tareas
conceptual es mas importantes.
¢ No tienen que ser necesariamente buenos a gebrai camente para
dominar € pensamiento abstracto.



e Se le desarrollan gran cantidad de habilidades a través de la
gjercitacion.

o Selefacilitael trabao independiente.

e Pueden dar respuestas més rapidas, precisas y veraces a los
problemas de la especiadidad que se le presenten en €
transcurso de sus estudios.

e Tienen la posibilidad de dedicar més tiempo a la modelacion
matemética y a andlisis de la solucion de los diversos
problemas a resol ver.

El grupo experimental es de la Escuela de Ingenieria Industrial, y
podemos decir que para ellos la computacion no es una
herramienta fundamental de trabgo para resolver problemas
matematicos. Aqui los estudiantes realizaran acciones con la
computadora que les reporten beneficios en ahorro de tiempo,
confiabilidad en los resultados mateméticos, ahorro de esfuerzo,
productividad, etc.

En lacompetenciadel silabo se puede leer:

Interpreta, formula y resuelve problemas de contexto red,

utilizando definiciones, técnicas y aplicaciones del céculo

Diferencial  desarrollando comunicacion,  investigacion,

razonamiento y manifestando confianza, flexibilidad vy

perseverancia.

De aqui se desprende laidea de utilizar programas en esta carrera,

especificamente “DERIVE”. Utilizando este paguete el estudiante

puede resolver problemas de aplicacion con mayor precision y

rapidez, obteniendo respuestas Optimas y asi influir

positivamente en latoma de decisiones.

Por esta razén es necesario un replanteamiento en la ensefianza

de lamatematica, donde |o primordial sera

1. Asimilacion de conceptos y definiciones por parte de los
estudiantes para aplicarlos ala model acion de problemas.

2. Reduccion sensible de los célculos manuales en elementos del
calculo diferencia 1o que posibilita impartir mayor cantidad de
conoci mientos en menor tiempo.

3. Elaboracion de pruebas parciales y finales donde e estudiante
modele problemas y luego los resuelva usando empleando
DERIVE.

Esto no significa de ninguna manera que € estudiante no tenga que

resolver gercicios donde aplique los conocimientos adquiridos sin



usar la computacion. Pues si lo harg, y un grado de complegidad

donde no sea necesario e uso de los medios de computo.

En la vida préctica € ingeniero se encuentra con situaciones

problema inherente a su campo de accién algunas de las cuales

pueden ser model adas con ayuda de un software matemético.

Dado un problema se debe:

1. Andizarlo profundamente con la finalidad de recoger la mayor

cantidad de informacion posible.

2. Hacer e planteamiento del problema en cuestion teniendo en

cuenta el punto 1.

3. Modelarla usando un modelo que se gjuste a la situacion.

4. Solucionarla. Para ello se puede usar:

- Tablas mateméticas.
- Calculadoras de mano.
- Computadoras.

5. Interpretar los resultados.

6. Tomar unadecision.

Como se puede observar facilmente los puntos del 1 a 6, con

excepcion del 4 responden a pensamiento creador y € 4

corresponde al uso del computador. De todas formas esto no resta

importancia al creciente uso de la computacion en la matemética.

Ambos aspectos estdn muy vinculados. La computacién como

herramienta ahorra e tiempo que € estudiante puede utilizar sin

l[imites para desarrollar el pensamiento creador.

En general se han realizado varias actividades con e uso del

“Derive” gque han fortalecido el proceso de ensefianza-aprendizaje

en laespecialidad entre las cuales se pueden mencionar:

1. Clases practicas en € laboratorio de la Escuela donde la
profesora guia el proceso.

2. Clases préacticas donde solo se modela € problema y €
estudiante lo resuelve en tiempo extra con la ayuda de la
maquina.

3. Tareas donde e estudiante se ve precisado a utilizar la
maguina para obtener respuestas rapidas y eficientes.

4. Tareas sistematicas de problemas de cierta complgjidad los
cualesseles hariamuy dificil resolverlos manual mente.

5. Pruebas integradoras de Matematica y Computacion donde la
matemética ofrece e modelo para resolverla 'y la computacion
ofrece €l paquete para encontrar una solucion dptima.



6. Talleres donde la solucion de los problemas es con ayuda de la
computadora. En estos taleres se puede observar que €l
estudiante tiene la necesidad de aplicar conceptos estudiados
en clases para modelar e interpretar los problemas que se le
presentan, que en ocasiones son de caracter integrador pues
tienen que aplicar conceptos mateméticos como Limite,
Derivada, entre otros para modelar uno solo de €llos, por lo
tanto el uso del Derive en este caso fue esencial y muy
provechoso.

24.1.

24.2.

EL SOFTWARE EDUCATIVO EN EL PROCESO DE
ENSENANZA APRENDIZAJE

El efecto del uso de software educativos en e proceso de
ensefianza aprendizaje, se manifiesta en un cambio de
paradigma pedagdgico, centrado en e aprendizaje mas que
en la ensefianza donde € trabgjo del docente prioriza la
organizacion y disposicion de los contenidos de aprendizaje
asi como la organizacion del aprendizaje de los alumnos
mediante tareas individuales y en grupo, con un permanente
seguimiento por parte del docente.

Es un modelo de formacién centrado en problemas en €
gue los aumnos no son receptores pasivos de informacion,
sino gue deben resolver problemas utilizando, para €llo, los
contenidos adquiridos.

El uso dd software educativo, hara de la clase un lugar
privilegiado de enseflanza ya que se convertird en un
conjunto multiple de entornos en aprendizajes en los que €l
alumnado pueda desarrollar y adquirir € conjunto de
habilidades, saberes y actitudes necesarias para vivir en
sociedad. Este hecho conlleva la necesidad de generar
nuevos saberes pedagdgicos en relacién con la planificacion
y e seguimiento del aprendizaje del aumnado en
Situaciones diversas.

LA INTRODUCCION DE SOFTWARE DE
MATEMATICA EN LA EDUCACION MATEMATICA

Uno de los propdsitos de la educacion matemética es formar
al estudiante para que adquiera fluidez representacional,



entendida esta, como la representacion verbal, gréfica,
geométrica, tabular, iconica, agebraica, pictorica, mediante
la que exprese conceptos y procedimientos mateméticos. El
aprendizgje significativo se da través de la solucion de
situaciones problema, donde € estudiante aprende, cuando
domina diferentes sistemas de representaciéon. Hoy en dia,
las nuevas tecnologias han cambiado profundamente el
mundo de las matemaéticas y € de las ciencias, ya que no
solo han afectado las preocupaciones propias de su campo y
la perspectiva como éste se ve, sino también, el modo en
gue las ciencias y las matematicas se hacen, se ensefian y se
transmiten.

Como sefiala Zabalza (2003) “La incorporacion de las
nuevas tecnologias a la didactica universitaria sittia a los
docentes ante el enorme desafio de las nuevas modalidades
de ensefianza’.

Introducir la tecnologia en € campo de la educacion
definitivamente aumenta las posibilidades de meorar €
rendimiento académico, en particular; en la educacion
matemética se incrementa la manera de representar los
conceptos mateméticos, pero es necesario considerar que
ello podria incrementar €l riesgo de los problemas de
comunicacion, pues los alumnos podrian estar expuestos a
tomar la notacién del software que emplean como notacion
algebraica formal, a pesar que se les pida que consideraran
que cada software tienen diferentes maneras de expresar los
conceptos matematicos, parece que ayudaria que las
notaciones que usa la tecnologia se fueran gjustando més a
las usadas en el agebra. Esto es un riesgo que vale la pena
tomar en cuenta a momento de hacer nuestras
programaciones y que no debe hacernos desistir de emplear
este recurso paralograr |os objetivos propuestos.

El Derive es una potente herramienta computacional, para el
desarrollo del pensamiento variacional; pensamiento que
esta relacionado, con los demés pensamientos mateméti cos,
permite a estudiante concentrar esfuerzos en e razonar,
solucionar y formular problemas, asi como en verificar
teoremas y propiedades mateméticas y geométricas.



24.3.

24.4.

EL PROGRAMA CIENTIFICO DERIVE

DERIVE es un programa de matematicas capaz de procesar
variables, expresiones, ecuaciones, funciones, vectores y
matrices. Al igual que una calculadora cientifica, sirve para
trabgjar con nimeros. Puede redlizar calculos huméricos y
simbdlicos, con dgebra, trigonometriay anaisis, ademas de
representaciones gréficas en dos y tres dimensiones. El
aspecto mas sobresaliente de Derive, es su trabajo simbdlico
unido a sus capacidades gréficas. Es una herramienta
excelente para hacer y aplicar mateméticas, y para aprender
y enseflar matematicas. Esto lo convierte en un paguete
matematico idoneo paralos primeros cursos de la carrera.
DERIVE es uno de esos programas de cdlculo simbdlico,
quiza el mas difundido y popular porque en su modalidad
mas sencilla funcionaba en cuaquier PC, sin necesidad de
gue tuviera disco duro y ocupaba solo un diskette. Hoy,
Derive sigue siendo un "pequefio” programa, que ocupa
poco mas de 3 Mb., y que sigue siendo muy accesible e
intuitivo.

CAPACIDADES DEL PROGRAMA DERIVE.

Conocer las capacidades del programa nos servira para

pensar en sus aplicaciones docentes. Cuanto meor se

conozca € programa, incluyendo sus novedades, tanto
mejor se puede incorporar a diversos aspectos de la
ensefianza.

Derive como una herramienta computacional permite:

e La construccién, exploracion, manipulacion directa y
dindmica de objetos en pantalla, que conducen en un
nivel bajo, a la elaboracion de conjeturas, en un nivel
medio, a la argumentacién y un nivel superior, a la
realizacion de demostraciones.

e Las representaciones cuantitativas geométricas,
tabulares, algebraicas y gréficas, en forma dinamica, es
decir, que a variar un elemento 0 argumento en la
expresion origina, se produce una variacion de
dependencia entre las variables, posibilitando asi €
analisis y la generalizacion de conceptos.
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e La representacion gréfica en dos y tres dimensiones,
dando la posibilidad de redlizar transformaciones y de
asociar figuras con objetos fisicos, para pasar a un nivel
de conceptualizacion, més elevado.

e Problematizar lo visual, de tal forma que surja la
necesidad de examinar, conjeturar, predecir y verificar,
es decir, da a estudiante la posibilidad de pensar y de
preguntar sobre el porque de determinados hechos,
Ilevandol o ala exploracion de otras situaciones.

e Lacorrelaciéon de lo geométrico con lo algebraico.

En e plan de Estudios de las asignaturas de Logico
Matematica, Matematica | y Matematica Il de la
Universidad Cesar Valgo, se desarrollan temas en los
cuales e uso de derive seria de mucha ayuda, desde este
punto puedo mencionar que derive permite trabgjar:

e Operaciones con vectores, matrices y determinantes.

e Resolucidn de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones.

e Cadculo de Limites, derivadas, integrales (definidas e
indefinidas), series, limites, polinomios de Taylor.

e Representacion grafica de funciones en forma explicita,
implicita, paramétrica y en coordenadas polares. Asi
como la representaci on de funciones de dos variable.

e Operaciones con polinomios y fracciones algebraicas...
y muchas otras.

e Ademaés es posible programar funciones que usen las
distintas capacidades del programa, de modo que
aumenta asi sensiblemente € espectro de sus
aplicaciones. DERIVE se suministra con varios ficheros
de funciones para propoésitos diversos como resolver
ecuaciones diferenciales, trabajar en Algebra Lineal, etc.

LABORATORIOS PARA EL APRENDIZAJE DEL
CALCULO DIFERENCIAL EMPLEANDO DERIVE

El contenido de las practices de laboratorio es
“autosuficiente” en e sentido gque no son precisos
conocimientos previos de informatica por parte del alumno.



CAPITULO 11

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

3.1 PARADIGMA DE INVESTIGACION.

El paradigma de esta investigacion es de tipo positivista también
denominado (Arnal, 1996) paradigma cuantitativo, empirico-
analitico, racionalista.

Basado en la escuelafilostfica del positivismo (Arnal, 1996) y que
presenta Arna (1996,41) citando a Koetting (1994, 296) las
siguientes caracteristicas:

1
2.

3.

4.

5.

Su interés es explicar, controlar y predecir.

La naturaleza de su realidad es dada, tangible, fragmentada,
convergente.

La relacion sujeto/objeto es independiente, neutral, libre de
valores.

Su propdsito es la generalizacion libre de contexto, con
explicaciones centradas en deducciones y centradas sobre
semejanzas.

laexplicacion de la causalidad refiera a causas real es.

Arna (1996, 41) nos dice: “Este paradigma lleva asociado el
peligro de reduccionismo al aplicarse al ambito educativo. S bien
permite satisfacer ciertos criterios de rigor metodoldgico, sacrifica
el estudio de otras dimensiones sustantivas del hecho educativo
como realidad humana, sociocultural e incluso politica e
ideol 6gica”



3.2

3.3

34

3.5

3.6

TIPO DE INVESTIGACION.
Positivista— experimental .
POBLACION

Poblacion: Los aumnos de la asignatura de Matematica | de la
Universidad César Vallgo durante € segundo semestre 2006. Son
en total 46 alumnos.
Se tomara en cuenta e promedio final a terminar cada ciclo:
Semestre 2006 — 1.

HIPOTESISESTADISTICAS

H, @1y = 1y, (Hipotesis Nula)

H, :uy # 4, (Hipdtesisdelainvestigacion)

Donde:

Uy - Nota promedio de los alumnos de la asignatura de
Matemética | Seccion A aula 412 del semestre 2006
Il que emplearon el software DERIVE

Uy - Nota promedio de los alumnos de la asignatura de

Matematica | Seccion B aula 413 del semestre 2006
I1 que no que emplearon el software DERIVE

VARIABLES.

Variable Independiente:  Programa DERIVE

Variable Dependiente:  Rendimiento académico de |os alumnos.
Variables Intervinientes. Asistencia a clases, horarios, tipo de
contenidos.

DISENO DE INVESTIGACION.

El presente trabajo de investigacion se desarrollara en los ambientes
de la Universidad Cesar Valego en la Escuela de Ingenieria
Industrial y de Sistemas, en la asignatura de Matematica |. Ademéas
se empleard el laboratorio de computo 305 donde se ha instalado €l
software DERIVE
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El disefio empleado es de tipo experimental, Hernandez Sampieri
(2003, 188) nos dice: “La esencia de esta concepcion de
“ experimento” es que requiere la manipulacién intencional de una
accion para analizar sus posibles efectos.” Bajo esta idea se tiene
la presencia de dos variables, una independiente la cual consiste en
el uso del software DERIVE como recurso didactico para mejorar
el rendimiento académico de los aumnos de Ingenieria de
Sistemas, y la otra llamada dependiente, que en este caso es €l
rendimiento académico.

El disefio implica ademés la presencia de dos grupos de los cuales
solo uno sera expuesto ala presencia de la variable independiente, a
este grupo le llamaremos grupo experimental y estara formado por
los alumnos de la Escuela de Ingenieria Industrial (aula 412), €
otro recibird  nombre de grupo de control y lo conformara los
alumnos de la Escuela de Ingenieria Sistemas (Aula 413). Al
finalizar €l proceso de investigacion se compararan ambos para
determinar s @ grupo que ha sido expuesto a la variable
independiente difiere del otro.

Basada en la tipologia de Cambell y Stanley (1966) emplearé la
simbologia de un disefio cuasiexperimental con una preprueba -
pospruebay grupo de control siendo el esquema el siguiente:

G 0 X 0,

G, 03 _ 04
Para el caso de este trabajo el resultado de |a preprueba consiste en
el promedio de la primera unidad ya que la investigacion se
realizara en la segunda unidad del curso de manera gue las notas de
la primera unidad seran de importancia en € inicio de esta
investigacion.

TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE
DATOS.

En los estudios experiméntales, la técnica se encuentra limitada al
procedimiento para desarrollar una actividad especifica y los
instrumentos son las herramientas que servirdn para manipular €
objeto de estudio.

La técnica consiste en € desarrollo de sesiones de laboratorio
usando el software DERIVE, las cuaes se redizaran dentro de la
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jornada de clases, debo indicar que las clases son una vez a la
semana en bloque de 5 horas inicidndose a las 7:30 am vy
finalizando alas 12:00 am contando con un descanso de 20 minutos
alas 10:00 am.

Cada sesion con € grupo experimental sera trabajado en €
laboratorio de computo, € cual esta totalmente equipado para
realizar la clase y los alumnos contaran con una guia de trabgjo la
misma que se les entregard al empezar la clase en € laboratorio.
Todas las guias de trabajo se encuentran en el Anexo 3.

En e caso del grupo de control no hay asistencia al laboratorio, 10s
alumnos trabgjaran siempre en e aula y la clase se desarrollara
empleando la clase magistral y € trabajo en pargja o en grupo.

Para la recoleccion de datos he empleado practicas calificadas las
cuales disefié basdndome en la taxonomia de Bloom mencionada
anteriormente en e Capitulo Il del fundamento tedrico y cuyas
tablas de especificaciones se encuentran en € Anexo 5, aqui se
pueden apreciar en detalle las habilidades cognitivas y los ges
tematicos que se ha evaluado asi como el nimero de preguntas por
gje temético y habilidad que se intenta evaluar, luego las practicas
calificadas estan se encuentran en el Anexo 6.

TECNICAS DE PROCESAMIENTO DE DATOS.

Para la seleccion de la técnica para la prueba de hipotesis se
utilizardla*“ t —student”:

2% <t +n,-2)

Donde:
n,: es el tamafio de muestra de la primera poblacion.
n,: es el tamafio de muestra de la segunda poblacion.

n

DX

X =-=—: Mediamuestral paralamuestraniimero 1.
n



n

D x

X, ==~ Mediamuestral parala muestra nimero 2.
n2
o (n-18+(n, -1
P n+n,-2
Donde:

Lavarianzamuestral delamuestrales =2 ——

n -1
- — \2
> (x-%)
Lavarianzamuestral delamuestra2 es; s5 == -
n, —

3.9 PROCESO DE LA INVESTIGACION

391 DIFICULTADES EN EL APRENDIZAJE DEL
CALCULO DIFERENCIAL

Para este trabgjo de investigacion he tomado dos grupos,
uno corresponde a la Escuela de Ingenieria Industrial, a que
[lamaré Grupo Experimenta, y € otro corresponde a la
Escuela de Ingenieria de Sistemas, a que llamaré Grupo de
Control.

Es importante que mencione que aun cuando los dos grupos
corresponden a segundo ciclo y esta asignatura sea igual
para ambas escuelas, sus planes de estudio no son los
Mismos.

Una dificultad que presentan los alumnos se encuentraen la
base de los contenidos que traen consigo, realizan algunos
errores al emplear fundamentos algebraicos, 1o cua es
necesario para el trabajo con funciones, limites y derivadas
esto no me permite desarrollar los contenidos de acuerdo a
las fechas que se programan en €l silabo y por lo general
debe reprogramar mis clases o trabgjar algunas horas aparte
de las asignadas, a menos en la primera parte del curso
donde se trabaja mucho con funciones y sus gréficas.



3.9.2 RENDIMIENTO ACADEMICO

Respecto a rendimiento académico considero necesario
presentar, en € Anexo 2, € registro de evaluaciones de la
primera unidad, donde se puede apreciar €l rendimiento de
los alumnos.

El grupo de Ingenieria de Sistemas consta de los 32
alumnos de los cuales siete se han retirado del curso
reservando su matricula

En e grupo de Ingenieria Industrial consta de 19 alumnos
delos cuales solo unaaumna se retiro del curso.

Este afio es € primero para la escuela de Ingenieria
Industrial, en lafilial de Piura, este grupo corresponde a la
primera promocion, menciono esto porque es la primera vez
gue dicto el curso para alumnos de esta especialidad.

3.9.3 PROPUESTA DIDACTICA

TEMA Cdaculo Diferencia

TIEMPO: 4 semanas

N° DE HORAS SEMANALES: 5 horas

COMPETENCIA

Interpreta, formula, analiza y resuelve problemas de

contexto real, utilizando definiciones, técnicas vy

aplicaciones del Calculo Diferencia desarrollando

comunicacion, investigacion, razonamiento y

manifestando confianza, flexibilidad y perseverancia

5. CAPACIDADES

e Refuerza, empleando DERIVE, € tema de Razon de
Cambio en unafuncion.

e Utiliza €l software para visuaizar y estudiar a traves
de un pequefio programa €l problema de la Recta
Tangente.

e Observa, andliza e interpreta e comportamiento de
las funciones y sus derivadas a través de gréficas
elaboradas en DERIVE

e Resuelve problemas de aplicacion de la derivada
(Maximos y Minimos) a estudio de problemas
natural es, econdmicos, sociales y tecnol 4gicos.

hpOODNPRE
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e Desarrollar la capacidad de andlisis critico de las
informaciones recibidas.
ACTITUDES

e Valoralaimportanciade laprecision en € trabgjo de
programacion.

e Demuestra seguridad, orden y claridad en su trabgjo.

e Manifiesta la importancia de la derivada para
explicar y andlizar e comportamiento de un
fendmeno.

METODOLOGIA DE LAS SESIONES DE CLASE

La metodologia consiste en explicar el fundamento

tedrico empleando  diversos recursos  Como

diapositivas, pizarra — plumon, proyector multimedia,

y paralelamente trabagjar € laboratorio.

Al planificar estas sesiones se tendra en cuenta la

competencia y las capacidades que se espera

desarrollar en los alumnos.

Se hainsistido en la necesidad de lograr que € alumno

realice un aprendizgje significativo y desempefie un

rol activo para lo cua utilizaremos guias de trabajo

para € tratamiento de los contenidos programados asi

como hojas de Evaluacion de Laboratorio.

RECURSOS HUMANOS

e Profesorade Mateméticas

e Grupo Experimenta: Alumnos del segundo ciclo

de la Escuelade Ingenieria Industrial
e Grupo de Control: Alumnos del segundo ciclo de
la Escuela de Ingenieria de Sistemas.

MATERIALES

e Centro de CoOmputo

e Guiasde Trabgo

e Hojasde Evaluacién

PLANES DE CLASE

Elaborar un plan de clase se ha convertido en una tarea

importante a momento de planificar nuestras

asignaturas, hemos recibido agunos cursos de

capacitacion con lafinalidad de que todos los docentes

podamos manejar este instrumento que nos ayude a

organizar meor nuestro tiempo y a dosificar los



contenidos de acuerdo a tiempo establecido para cada
uno de ellos en la programacién oficial.
Manejamos & formato que presento en € Anexo 4, y
en cada clase llevamos uno en nuestra carpeta docente.
Para este trabajo de investigacion se elaboraron 4
planes de clase los cuales se pueden apreciar en €
Anexo 4.
Consideramos importante a momento de planificar
una sesion de clase conocer los diferentes tipos de
actividades a desarrollar los cuales son la parte
medular de la clase, y los procedimientos a utilizar en
cada una de ellas. En nuestros planes de clase
consideramos las siguientes actividades:
e Actividades Iniciales:
Preparan e ambiente para € aprendizae vy
estimulan el interés por los nuevos contenidos y
facilitan su relacion con los conocimientos previos
de los estudiantes.
Tienen como propésito captar la atencién de los
alumnos hacia las principales ideas estudiadas. Se
utiliza como introduccion donde se sefidan los
aspectos a estudiar para despertar € interés de los
alumnos por e tema y desarrollar una buena
disposicion por temas subsiguientes. También
puede incluir una evaluacion previa o diagnéstica
del conocimiento actual, las actitudes y niveles de
destreza de los alumnos.
En este mismo sentido se puede plantear una
secuencia de experiencias de aprendizgjes puede
incluir diferentes tipos de actividades entre las
cuales se encuentran las Actividades Introductorias
o de Exploracion:
Evidencian diagndstico, introduccion 0
descubrimiento.
Son orientadoras. Despiertan € interés y la
motivacion. A continuacion se ofrecen agunos
gjemplos de actividadesiniciaes:
Hacer una encuesta de las actitudes de los alumnos
hacia un tema determinado y colocar los resultados
en el pizarron.



Mostrar una pelicula de corto metragje.

Pedir a los estudiantes que entrevisten a personas
que laboran en una empresa acerca del tema
estudiado y discutan sus hallazgos en clase.
Sostener una discusion en clase que muestre la
forma en que se relacionan las experiencias
actuales de los alumnos con lo que va a ser
estudiado.

Actividades de Proceso:
Dan secuencia a las estrategias y técnicas de
aprendizaje paralograr |0s objetivos propuestos.
Son las estrategias de aprendizaje y técnicas que
ayudan a los estudiantes a extender su pensamiento
acerca de un problema o tema y practicar sus
destrezas recién aprendidas. Estas son € corazon
de laUnidad y ocupan la mayor parte del tiempo y
la energia de los estudiantes. Aqui podemos hablar
de actividades de desarrollo, andlisis y estudio las
cuales son actividades destinadas a desarrollar
diferentes aspectos del contenido para € logro de
los objetivos.

Incluyen actividades de estudio y gercitacion.

Dentro de ésta clasificacion se encuentran también

las denominadas por Taba actividades de

generalizacion que incluyen actividades que
permiten generalizar o reconstruir |o aprendido.

Ejemplos de actividades de Desarrollo:

v' Solicitar a los estudiantes elaboren mapas,
tablas, gréficas, modelos 0 secuencias
cronol égicas.

v Asignar actividades de redaccion de resefias de
libros, temas, catas o informes de
investigacion.

v Invitar a especialistas sobre € tema a dar una
charla.

v' Solicitar a los estudiantes que recaben su
propia informacion a través de entrevistas o
cuestionarios.



v’ Utilizar peliculas diapositivas, transparencias u
otros materiales visuales.

v Organizar grupos pequefios de trabajo para que
los estudiantes compartan informacion.
Mostrar a los estudiantes la forma de
desarrollar habilidades especificas y proveer
actividades parala practica.

e Actividades Finales:

Agregan y relacionan las Unidades de Aprendizaje

con otras experiencias educativas y aplicaciones a

situaciones nuevas.

Estas actividades favorecen la integracion con

resimenes que ayuden a los estudiantes a

identificar las ideas méas importantes de la Unidad.

Una actividad de culminacion también podria

brindar la oportunidad para que los aumnos

practiquen o utilicen de forma conjunta los
conocimientos, habilidades y actitudes
desarrolladas en unidades anteriores.

Aqui podemos mencionar a las actividades de

aplicacion, resumen o culminacion que son

aquellas que propician la aplicacion de lo
aprendido, y sirven paramedir o evaluar €l nivel de
logro.

Algunos gjemplos de actividades de culminacion

son:

Planear una puesta en comin para que los

estudiantes resuman lo que han aprendido en la

Unidad.

Estimular a los estudiantes a realizar un proyecto

gue dé respuesta a problemas particulares de una

empresa, de su trabajo o de su comunidad.

Producir material audiovisual, presentacion de

grabaciones, transparencias o cintas de video en

clase.

11. CRITERIOS DE EVALUACION
Los criterios de evaluacion corresponden a la
Taxonomia de Bloom segun la cua se evalla de
acuerdo a los criterios de conocimiento, comprension,
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aplicacion, andlisis, sintesis y evauacion. Asi en las
evaluaciones presentadas en € Anexo 5 presentamos
las tablas de especificaciones de acuerdo a esta
taxonomia y a los ges teméaticos que se desarrollaron
en cada sesion de clase y en e Anexo 6 se muestran
los instrumentos de evaluacion donde se ha tenido el
cuidado necesario en la redaccion de cada item a fin
de que logre medir las capacidades sefialadas en los
planes de clasey este de acuerdo alos criterios fijados
en latabla de especificaciones.

METODOLOGIA DE CLASE

En cuanto a la metodologia indicamos que se trabaja
por blogues de cinco horas pedagdgicas con un
descanso de 20 minutos. Las clases se dictan unavez a
la semana y se inicia en € turno de la mafiana de
7:30am hasta las 10:00am en que se da lugar a
descanso de veinte minutos para retomar a las
10:20am y terminar alas 12:00 am.

Debido alajornada de trabajo que se tiene es que €
exito de una sesion de clases depende en parte de la
habilidad del docente para programar su clase
haciendo un buen uso del tiempo, afin de hacer de su
clase una jornada de trabgo productivo con los
alumnos. Generamente distribuyo mi tiempo entre
exposicioén los contenidos y resolucién de gercicios en
la pizarra, también invito a los alumnos a participar
resolviendo algunos gercicios y problemas para luego
explicar lo gque han trabajado a sus comparieros.

Otras de las estrategias empleadas es la solucién de
Trabajos Préactico en clase y de forma grupal después
de ello siempre se presentan las soluciones a todo €l
grupo.

He dgjado un trabgjo encargados en la primera unidad
gue mas que ser un trabgo de investigacion de algun
contenido matematico se refirid a la lectura de la
novelas “Crimenes Imperceptibles” de Guillermo
Martinez. Mateméatico y escritor argentino, esta novela
posee un contenido matematico y en su momento



Sirvié para reconocer que en las mateméticas no todo
es solucion de gercicios y problemas.

Con e grupo experimental trabgé sesiones de
laboratorio incluidas dentro de las horas de clase.

PRIMERA CLASE

Esta es la primera clase sobre Derivadas con €
grupo de control aqui € desarrollo de la clase se hace
siguiendo € método de la clase magistral en la cual
muestro a los alumnos e concepto de razén de cambio
con ayuda de diapositivas y gréficos elaborados en la
pizarra es importante mencionar que toda la
informacion ellos la tienen presente en una separata
disefiada para esta clase y entregada para esa sesion.

Luego de la explicacion en la cua los alumnos
intervienen con sus preguntas, se procede a trabgjar
por paregjas en la solucién del primer trabajo practico
gue aparece en la separata para esto se asigna a cada
pargja formada un problema, un tiempo de 15 para
resolverlo y entregarlo para su posterior correccion en
plenaria. A continuacién los alumnos exponen la
solucion de los 4 problemas en la pizarra.

Luego empleando nuevamente & méodo
expositivo, dando lugar a las preguntas de |os alumnos
y haciendo a la vez agunas interrogantes para
comprobar su comprension presente los contenidos
referidos a
a) Razon de cambio y e problema de la recta
tangente auna curva
b) Definicion de derivada.

c) Presentacién de graficos de funciones y sus
derivadas.

Resolvimos agunos egercicios de los trabgos
practicos N°2 y N°3, en la pizarra, y los demas
guedaron para trabajar en casa. La solucion de dichos
gjercicios seria expuesta en la siguiente clase de forma
voluntaria.

Para la sesion con €l grupo experimental, la clase
se desarrollo con un inicio similar a la clase del grupo



de control, mostrando las diapositivas y trabajando
con ellos trabajando con ellos sobre la ideas de Razédn
de cambio, Recta tangente a una curva, célculo de la
derivada de una funcion empleando la definiciones.
De los Trabajos Practicos N°L, N°2 y N°3 resolvi en
la pizarra algunos gjercicios quedando los otros como
trabgjo para la siguiente clase. Para la sesidon de
laboratorio prepare una guia de trabagjo la cual esta
dividida en dos temas, los cual es se denominan:

¢ Razon de cambio y problema delarecta tangente.

o Cédlculoy graficadeladerivada de unafuncion.

Esta guia de trabgjo usa € programa DERIVE y
pretende reforzar los conocimientos adquiridos en las
clases acerca de los temas de razon de cambio, recta
secante y tangente a una curva, ademas del calculo de
la derivada empleando la definicién, y € uso de los
comandos Lim (limite) y DIF (derivada) propios de
DERIVE.

Considero  importante comentar que € uso de
programa permitié alos alumnos recordar |ateoria de
grafico de funciones, estudiada en la primera unidad la
cua les sirvio de base para  comprender €
comportamiento de las gréficas de las funciones y sus
derivadas, ademas se dieron indicaciones sobre € uso
de sentencias l6gica como IF — THEN para elaborar
pequefios programas usando DERIVE pues una de las
tareas era elaborar un pequefio programa que les
permitieraingresar unafunciony unintervalo y que de
como resultado la grafica de todas las rectas secantes
en un intervalo establecido hasta llegar ala tangente
en un punto extremo del intervalo 0 en cualquier punto
del mismo.

SEGUNDA CLASE

Con € grupo de control & método empleado es
deductivo las estrategias para € desarrollo de la clase
se combinaron entre la exposicion y participacion
activa de los aumnos para tratar de deducir algunos
conceptos o ideas Yy luego a través de la solucion de



gjercicios reforzar |os conocimientos. Los gercicios se
trabgjan en pargjas.

Se presento las primeras reglas de derivacion y luego
se resolvieron gercicios de célculo de derivadas
empleando las reglas. Ademas de calcular derivadas
de orden superior.

Se continud con €l andlisis de las derivadas de algunas
funciones sencillas por la facilidad para realizar sus
graficas. A los dumnos se les dgj6 como tarea la
solucién de los trabajos préacticos N° 4.

Con respecto al grupo experimental se presentaron los
mismos contenidos y en la parte del laboratorio sirvio
basicamente para trabgar € andlisis grafico de
funciones y; adelantando un poco, gracias € mango
del programa, calculamos no solo la primera sino
también las segundas, terceras entre otras derivadas de
algunas funciones.

El trabgjar con las graficas de la primera y segunda
derivada permitié a los alumnos ir teniendo ideas
sobre la relacion entre la derivada de una funcion y su
graficalo cual serd €l tema de la siguiente sesion. Asi
mismo recordamos conceptos estudiados en la primera
parte del curso como son e de funcion creciente y
decreciente ademés de relacionar los signos de la
derivada para comprobar que una funcién sea 0 no
creciente.

TERCERA CLASE

Esta clase tanto para el grupo de control como para
el grupo experimental es la misma no incluye €
desarrollo de un laboratorio para € grupo
experimental y la razon es porque en esta sesiéon se
concluye con la presentaciéon de todas las reglas de
derivacion se trabgjaron los temas de derivadas de
funciones trigonométricas, sus inversas, exponenciaes
y logaritmicas. Ademés regla de cadena funciones
implicitas, derivadas de orden superior.

Esta clase tiene la mayor parte de tiempo
destinada a la préactica en clase pues |os gercicios que
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se plantean tienen como finalidad que e aumno
aprenda a distinguir las reglas de derivacion y sobre
todo reconozca cuando emplearlas.

CUARTA CLASE

Con ambos grupos se trabagjaron los temas de Regla
de L’'Hospita y aplicaciones de las Derivadas €
caculo de Maximos y Minimos de una funcion en €
caso del grupo de control se invierte € tiempo en
resolver gercicios y problemas de forma individual,
grupa y en presentar la solucién de los problemas en
lapizarra.

Con e grupo experimental s hubo laboratorio,
aqui se presentan problemas diversos de aplicacion
para encontrar maximos y minimos de funciones que
quizds manuamente seria laboriosos derivar pero con
ayuda de programa podemos hacerlo de forma
inmediata dando asi € tiempo necesario para trabajar
la interpretacidn de resultados y € andisis e méximos
y minimos.

En cuanto ala evaluacion debo indicar que durante
el tiempo que duro la experiencia se aplicaron 3
précticas calificadas y un examen parcial. Entonces los
alumnos presentan en esta segunda unidad tres notas
de préctica maslacalificacion del examen parcial.

LA EVALUACION

Al finalizar las précticas con DERIVE, se redlizd
un examen para evaluar los conocimientos adquiridos
por los estudiantes. Estos exdmenes fueron tres y
contando con & examen parcial se pudo obtener €
promedio de la segunda unidad en la asignatura.

Para la realizacion de los exdmenes y con la
findidad de que no haya diferencia en las
evaluaciones se aplico € mismo examen ademas
fueron aplicados en un horario fuera de las horas de
clasey alos dos grupos por igua y a mismo tiempo.



Las practicas calificadas se elaboraron de acuerdo
a la tabla de especificaciones y la taxonomia de
Bloom. La prueba tiene una duracion de dos horas.

El construir |a tabla de especificaciones me sirvié
para un mayor orden a momento de elaborar el banco
de reactivos que evalué en cada uno de los temas
segun la importancia 'y el tiempo que se le dedicaron
en clase.

Para desarrollar esta tabla fue necesario tener en
cuenta:

a) Lalistadetemas desarrollados.

b) Lalistade capacidades especificas que marco cada
tema.

¢) Unarevisién previade todo e contenido.

Tomé en cuentalos niveles taxondmicos de Bloom:

1. Conocimiento.

2. Comprension.

3. Aplicacion.

4. Andiss- Sintesis— Evaluacion.

Con respecto a porcentgje, este fue asignado segun la
importancia de |os contenidos.

Las tablas de especificaciones para las tres précticas
calificadas asi como agunas notas sobre la taxonomia de
Bloom se encuentran en Anexo 5.



CAPITULO IV

ANALISISE INTERPRETACION DE
RESULTADOS

4.1. ANALISISESTADISTICO

4.2.1.RESULTADOS DEL RENDIMIENTO ACADEMICO DE
LOS GRUPOSEXPERIMENTAL Y DE CONTROL.

El grupo Experimental inicio el semestre académico con 19
alumnos. El nimero de alumnos es muy pequefio y me atrevo
asuponer se deba a hecho de ser una especialidad nuevaen la
Universidad, esto en comparacion a la especididad de
Ingenieria de Sistemas de tiene mayor tiempo.
Del grupo de Control que inicio e semestre con 19 alumnos €
alumno 6 se retiro en la segunda unidad por problemas de
salud.
El nimero de alumnos registrados en € grupo de Control es
de 32.
De los 32 alumnos registrados se retiraron 7, cinco de ellos se
retiraron desde la primera unidad y los otros dos en la segunda
unidad.

Las razones del retiro de la asignatura de estos alumnos,
fueron de caracter econdmico y en otros por motivos
familiaresy de salud.



Observemos las calificaciones del promedio de la segunda

unidad en ambos grupos.

CALIFICACIONESDE LA SEGUNDA UNIDAD

GRUPO EXPERIMENTAL

|REGISTRO DE ASISTENCIA Y EVALUACION

Semestre: 2006 11
Escuela: Ingenierialndustrial

Seccion: A
Aula: 412

Asignatura: Profesora:  Lic. Diana
Matemética | Quintana S.
Evaluaciones 2°Unida
d
Prom| Ex. F:rno N.F|N.P Observaciones
O IO I
Nombres S8BT
|| &
1, Alumno 1 118|919 9,2
2, |Alumno 2 181718 |20 18,6
3, |Alumno 3 191818 |20 19
4,/Alumno 4 1313|1214 13,2
5, JAlumno 5 15(17|15|15 15,4
6, /Alumno 6 0|0|0]|O 0 Retirado
7, /Alumno 7 14|19 |12]12 11,8
8, |Alumno 8 1411313 |14 13,6
9, Alumno 9 1213|1013 12,2
10,Alumno 10 141111513 13,2
11/Alumno 11 16|18 15|15 15,8
12/Alumno 12 101141111 11,4
13,Alumno 13 8|7 |77 7,2
14/Alumno 14 1614|1214 14
15,Alumno 15 131212 |14 13
16,Alumno 16 1110|1012 11
17,Alumno 17 11(12)11] 9 10,4
18,/Alumno 18 9(8 |7 |11 9,2
19,/Alumno 19 18(13| 8 |17 14,6
20,

Tabla6



CALIFICACIONESDE LA SEGUNDA UNIDAD

GRUPO DE CONTROL

REGISTRO DE ASISTENCIA Y EVALUACION

Semestre: 2006 11

Escuela: Ingenieria de Sistemas

Seccién: B
Aula: 413

Qi?;igjﬂr; | Profesora: Lic. Diana Quintana S.
Evaluaciones 2°Unidad
Prom EX. [Prom N.F|N.P|Observaciones
SIEIE|L
NO Apedllidosy S8 g > | sust 2
Nombres sles|ls|iT
8| 8|8
[anill Wanlll le®
1Alumno 1 Retirado
2Alumno 2 5|8 |10|11 9
3/Alumno 3 14| 6 | 5 |10 9
4,Alumno 4 14112 |13 |12 | (126
5,/Alumno 5 0|11|5 |[13| |84
6,Alumno 6 14118 |18 |16 | |16,4
7,Alumno 7 14115 |12 |13 | (134
8,Alumno 8 0O|10| 6 |11| |76
9,Alumno 9 0|10| 6 |12 8
10,/Alumno 10 Retirada
11,Alumno 11 14110 | 6 |12 | (10,8
12,Alumno 12 14|18 | 6 |11 10
13,Alumno 13 11|11 |10 | 7 9,2
14,Alumno 14 13(10| 6 [10] |98
15,Alumno 15 14|17 | 6 |12 | (10,2
16,Alumno 16 1211|113 | 8 104
17,Alumno 17 14 (12| 7 |12 | 114
18,Alumno 18 18 (18|20 | 18| |184
19,Alumno 19 Retirada
20,Alumno 20 14|10 (12|11 | [116
21,Alumno 21 14|110| 6 |11 | |104
22,Alumno 22 14 (1312 |13 13
23,Alumno 23 Retirado
24,/Alumno 24 8|20 (11|11 | |12,2
25,Alumno 25 Retirado
26,Alumno 26 14|16 | 7 |11 | |11,8




Tabla7

Después de finalizada la
investigacion, € grupo

experimental resulto con

e mayor numero de

aumnos aprobados, lo cual me permite conjeturar que
hipétesis de la investigacion s se ha logrado. Pero se
necesitan pruebas concretas por lo cual he empleado €
software STATGRAPHICS para procesar los resultados
obtenidos y de esta manera tener una mayor certeza de mis

27 Alumno 27 14120| 5 |12 12,6
28,Alumno 28 13| 0|7 |11]| |84
30,Alumno 29 Retirado
%AI umno 30 14115 9 |12 12,4
32,/Alumno 31 Retirado
33,Alumno 32 14112 |12 |11 12
34,
SUPOSI CiONeES.
4.2. ANALISISINFERENCIAL

4.2.1. COMPARACION DE MEDIAS

Una medida estadistica de tendencia central se utiliza para
indicar un vaor que tiende a tipificar o a ser e més
representativo de un conjunto de nimeros.

La media es una medida de tendencia central y se define

como:

DEFINICION:

Media Aritmética;

observaciones.

La media aritmética, es a veces denominada
simplemente media, es la suma de los valores
observados de la variable, dividido por € numero de

(Cérdova, 1995, 31)




Dados nvaores x;,X,,..., X, de la variable cuantitativa X,
observados en una muestra, su media aritmética se calcula
o2
utilizando laexpresion x=——.
n
422. TABLAS DE FRECUENCIA DEL PRE TEST Y
POST TEST.

Presento los resultados de las pruebas Pre Test y Post Test
parael grupo Experimental.

RESULTADOSPRE TEST Y POST TEST
GRUPO EXPERIMENTAL

Tablag o Apellidosy NombresPre Test| Post Test
Del tota de 19 aumnos | iAlumnol 9.8 9.2
inscritos los cuales representan |2 /Alumno 2 14 18,6
e  100%, hubieron 12 |3, |Alumno3 13,6 19
desaprobados, que en (4, |Alumno 4 10,2 13,2
ggr;‘f/”taj equ repr(ﬁgi?r)e i 5, |Alumno 5 132 | 154
. 0.
mayor que en elpotro g?upo lo 6 |Alumno 6 54 |RETIRADA
cud me hace decidir por este |- /Alumno7 10 1138
grupo de alumnos para que sea | 8, JAlumno 8 8,8 13,6
el grupo experimental. 9, |Alumno 9 84 12,2
Los resultados de las pruebas (10 |ajumno 10 12.4 13,2
Pre Test y Post Test para €
grupo de cgntrol son: P 11 Alumno 11 13 158
12,|Alumno 12 9,2 11,4
RESULTADOSPRE |13,Alumno 13 6,2 7,2
TEST Y POST TEST |14,/Alumno 14 11,6 14
GRUPO DE 15,/Alumno 15 10,2 13
CONTROL 16,|Alumno 16 8.8 11
17,,Alumno 17 08 10,4
ABApetiidasy NombresPBRTest| P2t Te
Oumme 1.9 11,4RETIRABO
2 |Alumno 2 9 9
3 |Alumno 3 8,8 9




Tabla

Del
total
27

4 |Alumno 4 13,6 12,6
5 |Alumno 5 9,6 8,4
6 |Alumno 6 14,6 16,4
7 |Alumno 7 13,8 134
8 |Alumno 8 74 7,6
9 |Alumno 9 8,6 8
10/Alumno 10 RETIRADO
11/Alumno 11 8,7 10,8
12/Alumno 12 8,6 10
13|Alumno 13 8,6 9,2
14|Alumno 14 8,4 9,8
15|Alumno 15 8,4 10,2
16|Alumno 16 8,2 10,4
17|Alumno 17 11 11,4
18|Alumno 18 17,4 18,4
19/Alumno 19 RETIRADO
20/Alumno 20 8,6 11,6
21/Alumno 21 7 10,4
22|Alumno 22 12,2 13
23/Alumno 23 8,0 |RETIRADO
24/Alumno 24 10,8 12,2
25|Alumno 25 8 |RETIRADO
26|Alumno 26 11 11,8
27|Alumno 27 13,8 12,6
28/Alumno 28 8 8,4
29|Alumno 29 RETIRADO
30|Alumno 30 10,8 12,4
31|Alumno 31 RETIRADO
32|Alumno 32 10.8 12

de

alumnos inscritos los cuales representan el 100%, hubieron

16 desaprobados, que en porcentaje representan e 59.3%.



4.23. RESULTADOS DEL PRE TEST - POST TEST
CONSIDERANDO LA COMPARACION DE MEDIAS
Y LA PRUEBA t- STUDENT.

Recordemos que en nuestra investigacion manejamos dos
hipétesis estadisticas, las cuales son:

HIPOTESISESTADISTICAS

H, g = 1y (HipotesisNula)
H, :uy # 4, (Hipdtesisdelainvestigacion o Hipotesis
Alternativa)

Donde:
4, - Nota promedio de los alumnos de la asignatura de

Matematica | Seccién A aula 412 del semestre 2006 Il que
emplearon el software DERIVE.

4y, -Nota promedio de los alumnos de la asignatura de

Matematica | Seccién B aula 413 del semestre 2006 Il que
no que emplearon el software DERIVE.

Los resultados del Pre Test son las notas obtenidas en la
primera unidad, durante las primeras 7 semanas de clase
siendo octava semana donde se redizan las evaluaciones
parciales. Para obtener la nota de la primera unidad los
alumnos deben presentar tres précticas calificadas y un
examen parcial de estas notas se obtiene un promedio
ponderado donde €l examen parcial tiene peso 2 y las
précticas calificadas tienen peso 1. En cuanto a los resultados
del Post Test, estos son los promedios de la segunda unidad,
gue corresponden a las siete siguientes semanas pues en la
octava semana de esta segunda Unidad se aplican los
examenes finales luego € promedio de ambas notas dara la
notadel curso.

En ambos grupos los resultados de Pre Test se obtuvieron
aplicando |as mismas estrategias ya que hasta ese momento no
se habiainiciado la parte aplicativa de lainvestigacion.



Las evaluaciones fueron disefiadas considerando la taxonomia
de Bloom. Asi encontraremos en e€llas preguntas de
conocimiento, comprension, aplicacion, andisis, sintesis y
evaluacion.

Las practicas calificadas se encuentran en |os anexos.

A continuacion presento los resultados Pre Test y Post Test
tanto del grupo experimental como del grupo de control,
indicando que ambos grupos fueron sometidos a las mismas
practicas calificadas en e mismo horario, e cua estuvo
programado fuera de las horas de clase semanales.

RESUL TADOS DE PRUEBASPRE TEST EN LOS GRUPOS

EXPERIMENTAL Y DE CONTROL

RESUMEN ESTADISTICO

EXPERIMENTAL CONTROL
Frecuencia 18 25
Media 10,7333 10,156
Varianza 4,09412 6,9284
Desviacion tipica 2,02339 2,63219
Coef. de variacion 18,8515% 25,9175%

Suponiendo varianzas iguales. t = 0,778652 P-Vaor =
0,440656
Tabla 10



En & cuadro N° 1, se puede observar que la nota promedio en
el grupo de Experimental en la evaluacion Pre- Test fue de
10,7333 y para e grupo de Control la evaluacion Pre-Test fue
de 10,156 lo cua indica que no existe una gran diferencia
entre las notas de ambos grupos.

Después de aplicar la prueba “t” Student, se encontré que el
valor experimental fue de 0,778652 un valor de p=0,440656
lo cual indica que no existe mayor diferencia entre las medias
del rendimiento de ambos grupos.

RESULTADOS DE PRUEBASPOST TEST EN LOS GRUPOS

EXPERIMENTAL Y DE CONTROL

RESUMEN ESTADISTICO

EXPERIMENTAL CONTROL
Frecuencia 18 25
Media 12,9333 11,16
Varianza 9,57647 6,37
Desviacion tipica 3,09459 2,52389
Coef. devariacion ~ 23,9272% 22,6155%

Suponiendo varianzas iguaes. t = 2,06743 P-Vaor =
0,0450448
Tabla1l

En e cuadro N° 2, se puede observar que la nota promedio en
el grupo de Experimental en la evaluacion Post- Test fue de
12,9333 y para € grupo de Control la evaluacion Post-Test



4.3.

fue de 11,16 lo cua indica que existe diferencia entre las
notas de ambos grupos.

Después de aplicar la prueba “t” Student, se encontro que €l
valor experimental fue de 2,06743 un valor de p=0,0450448
y puesto que el p-vaor caculado es inferior a 0,05, podemos
rechazar lahipétesis nulaafavor de la hipétesis aternativa.

4.2.4. ACEPTACION O RECHAZO DE LA HIPOTESIS

NULA'Y ALTERNATIVA.

Observados los resultados de la evaluacion y su proceso a
través del software STATGRAPHICS se resuelve rechazar la
hipotesis nulaafavor de la hipotesis alternativa.

DISCUCION DE LOSRESULTADOS

Con respecto a la discusion de los resultados quisiera empezar
indicando:

Esta investigacion se ha centrado en la parte del Calculo
Diferencia, y cuando la empezamos partimos de una primera
preocupacion, la cua era que los aumnos muchas veces no
comprenden totalmente la definicion de derivada. En €lla se
mencionan varios objetos matematicos como funcion, razén de
cambio instantanea, limite entre otros que estan implicitos o que
van sdliendo a la luz cuando se recurre, por gemplo, a la
interpretacion geométrica, como es € caso de gréfica de
funcionesy e de pendiente de recta

Ademéas se observar que los aumnos ain tienen cierta
inseguridad para manejar estos objetos pesar de que han sido
trabajados en temas preliminares a calculo diferencial, las dudas
con frecuencia son acerca de como interpretarlos o si son Utiles
para algunatarea en especifico.

Asi que un primer trabajo es recordar los conceptos preliminares
mencionados y un recurso paratal fin fue e examen parcial que
rindieron una semana antes ala g ecucion de esta investigacion.
En la préctica docente siempre me habia sucedido que a
momento de dar la definicién de derivada y ayudandome de
algunos grafico ilustrativos, quedaban dudas en agunos
estudiante de manera que pensé que trabajando con Derive podria



solucionar este problema pues podia graficar todo tipo de
funciones, y aunque solo necesitaba conocer instrucciones sobre
el programa luego, graficar no seria un gran problema, por €
contrario comenzaron a graficar diferentes tipos de funciones con
lo que consegui ahorra e tiempo que demandaria graficar
manualmente e invertirlo en andizar e comportamiento de
grafico de las misma. Los alumnos aclararon dudas de mantenia
de los temas anteriores como por gemplo e comportamiento de
las graficas cuando estan cerca de sus asintotas, contrastaron los
dominios verdaderos con los que elos en algin momento habian
supuesto, entre otras conjeturas.

Con ayuda de DERIVE pude lograr que visudizaran, por
giemplo, larazén de cambio en un intervalo y la razon de cambio
instantanea, lasrelacionaran y diferenciaran.

Logrado |o anterior se sigue con lainterpretacion geométrica de la
derivada y que se asocia con € problemas de la recta tangente,
DERIVE facilita no solo la parte gréfica sino también algebraica,
por cuanto en algunos casos haya que hacer alguna redefinicion
de la funcion, y sabiendo que se puede determinar una razon de
cambio en cada punto de la curva facilmente se puede entender
que esa razdn de cambio sea la pendiente de la recta tangente a
cualquier punto de la curva de modo que ahora es posible halar la
ecuacion de una recta que sea tangente en cualquier punto de la
curva. A modo de una aplicacion se comprueba para otras
funciones y resolver problemas en otros contextos genos a
geométrico.

DERIVE con su comando DIF permite encontrar la derivada de
cualquier orden de una funcién, esto no se oculto a los alumnos
pero se indico gque era preferible que ellos supieran la reglas de
derivacion y las aplicaran correctamente.

Considero que a poder visualizar la gréfica de la derivada de una
funcion los alumnos comprendieron mejor 1o que en teoria se dice
acerca de que laderivada de una funcion es otrafuncién, hicieron
comparacion de las gréficas de funciones y graficas de sus
primeras y segundas derivadas.

Otro logro obtenido se refiere a la parte conceptual de las
aplicaciones de la derivada, hallar maximos, minimos y puntos de
inflexion de funciones, saber en qué intervalos en creciente,
decreciente o constante. Sin derive solo analizabamos funciones



sencillas pues teniamos que graficar, esto tomaba tiempo asi que
logrdbamos unos 3 gemplos alo mas. Con DERIVE ahorrdbamos
el tiempo que demanda graficar y derivar y lo invertiamos en
analizar la funcion pues con solo ver la gréfica sabiamos si ella
tiene maximos y/o minimos, punto de inflexion y determinar
cuando es creciente, decreciente o constante pero con la ventana
algebraica podiamos derivar y determinar con exactitud donde se
encontraban dichos puntos.

Finalmente mencionado |a teoria de registros se les hizo mas facil
la tarea de pasar de un registro semiético a otro pues tenian
herramientas para ello y creo que eso contribuyd a conceptualizar
mejor los contenidos ya que como plantea en su teoria Raymond
Duva s no conoce al menos dos formas distintas de expresar o
representar un contenido matemético, formas a las que € llama
“Registro de Representaciones’ y “Registros Semidticos’, no
parece posible aprender y comprender dicho contenido. Como
gemplo indico que a ser la derivada en un punto un valor
numérico se deja de lado que es también una funcion entonces se
confunde un objeto matemético que en este caso es la funcion
derivada con una de sus representaciones que viene a ser en esta
caso & numero esta confusion entre un objeto y su representacion,
en un plazo méas o menos amplia, provocaba una pérdida de la
comprension. A esto es necesario afadir € hecho de que la
pluralidad de sistemas semiéticos permite una diversificacion tal
de las representaciones de un mismo objeto, que aumenta las
capacidades cognitivas de los sujetos y por tanto sus
representaciones mentales. De las clases de laboratorio
especificamente de los didogos que sostuvimos durante las
clases, pude comprobar que en ellos trasladar un registros no es
algo espontaneamente. Y que & pensamiento de un alumno puede
movilizar un solo registro de representacion alavez. En este caso
hemos manejado en la parte conceptual y la parte practica, tres
tipos de registros. e grafico, algebraico y lalengua natural.



CONCLUSIONES

1. De acuerdo a los resultados obtenidos a través de las préacticas
calificadas administradas, suponiendo medias iguales empleando
lat- estudent, se determina que & programa DERIVE es eficiente
en el proceso de ensefianza- aprendizaje del Calculo Diferencial.

2. De las referencias bibliogréficas revisadas en e presente trabajo
en relacion a la definicion de Derivada (N. Piskunov, 1973, 68;
Spivak, 1967, 201; Purcell, 2003, 107) se concluye en una
definicion a mi  consideracion mas didactica para los alumnos
gue abarca todos los aportes de cada una de las definiciones
leidas, y €l uso de una notacién méas manejable.



3.

Se logro disefiar y presentar una propuesta metodologica,
compuesta por un modulo de trabajo, guias y actividades de
laboratorio, que fueron aplicadas a grupo experimental y que
permitieron mejorar |as calificaciones de los alumnos.

El uso del DERIVE como recurso en las clases de Céculo
Diferencia permitio motivar en los alumnos e desarrollo de
capacidades como las de observar, discernir, andizar e
interpretar.

El alumno tiene la disposicion de aprender sdlo aquello que le
encuentra sentido o légica. Por ello € autentico aprendizaje es €
aprendizgje significativo. Cualquier otro seria puramente
mecénico, coyuntural 0 memoristico. Ademés este trabgo
significativo puede ser estimulado con las tecnologias de
informacion y comunicacion tales como el programa DERIVE.

Es importante sefidar que la clase magistra sigue siendo
importante y por tanto nada puede reemplazar a profesor, pero €l
uso de algun recurso tecnoldgico tal como el que se propone
complementaria esta labor, ya que se le pueden presentar a
alumno situaciones (didacticas) no puramente algebraicas sino
también intuitivas, gréficas, numéricas por lo cua lo aprendido se
veafortalecido.

e utilizar simultéaneamente diferentes representaciones, favorece
el establecimiento de conexiones entre ellas, siendo estas
conexiones las que marcan las diferentes etapas del aprendizaje
de los estudiantes. Aqui es donde el programa DERIVE juega un
papel importante debido a su potencia visual, que ayuda a la
formacion y transformacion de intuiciones y a la creacion de
imagenes del concepto, y debido también a la facilidad para
realizar calculos, eximiendo a estudiante de esta tediosa labor.
De esta forma € estudiante puede concentrarse en la exploracion
y discusion de los conceptos. Los errores cometidos por los
estudiantes sirven para acrecentar su aprendizaje y completar asi
sus imégenes del concepto.



RECOMENDACIONES

1. Desde e punto de vista institucional, la creacion de una red de
investigacion y desarrollo es de fundamental importancia, pues
mejora la comunicacion, la sinergia, la discusion y aumenta la
cantidad de profesores que pueden provocar e cambio de
ensefianza, 1o cual implica un mayor impacto del Proyecto en la
Universidad. Se sigue la tendencia universal de no redizar
investigaciones en grupos reducidos y aislados, sino de compartir
experiencias, aumentar la masa critica de investigadores y
aprender de la sinergia creada.

2. Desde € punto de vista metodolégico, se propone pasar de la
forma clasica de |a ensefianza de la matematica con tiza 'y pizarra,
a una forma efectiva, dindmica y multimedia de adquirir los
conceptos matematicos bésicos. Se incorporan procesos de



cdculo y de representacion grafica mas veloces y mas precisos
gue la operatoria personal. Se libera a docente y a alumno de
tareas no auténticas para hacer hincapié en la reflexion y
busgueda de otros procedimientos de resolucion de problemas. Se
busca aplicar un procedimiento que provea un resultado
aventgjado en calidad y eficiencia que € que puede proveer €
profesor con solo tiza y pizarra. La metodologia propuesta
permite acercarse més a la readidad de los conceptos bésicos
matematicos, abstractos por su naturaleza, a travées de la
visudizacion interactiva y la experimentacion con diferentes
objetos matematicos datos, con caracteristicas determinadas.

De acuerdo a os puntos anteriores, desde € punto de vista del

aprendizaje, selogra:

a) Unameor aprehension de conceptos para su aplicacion en la
resolucion de problemas utilizando Sistemas Exploratorios de
Aprendizaje.

b) Una meor aprehensién de los conceptos por medio de los
sistemas gréficos provistos por los Sistemas de Computacion
Algebraica (visualizacidn, objetivacion, interactividad del
software, numérico y simbadlico).

c) En los aumnos, la promocién de la actitud y aptitud para
conjeturar y desarrollar el sentido critico y lareflexion.

d) El reconocimiento, experimentacion y aplicacién de modelos
matematicos.

e) El experimentar, conjeturar y descubrir propiedades sobre
objetos matematicos, mediante problemas, asegura el interésy
compromiso del alumno.



Las actividades que se redlizaron en € laboratorio se
presentan en e Anexo, son tres y corresponden a los temas
de:

1. Definicion de Derivada, Razén de Cambio y Problema de
la recta tangente.

2. Andlisis gréfico de funcionesy sus derivadas.

3. Criterio de la primera y segunda derivada para hallar
maximos y minimos de una funcién asi como los puntos
deinflexion.

4. Resolucién de Problemas de Méximos y Minimos.
La finalidad de trabgjar e tema de Derivadas es que los
alumnos manipulen la definicion, que emplee € programa
para  experimentar usando diferentes funciones la
variacion de larazon de cambio en intervalos de diferente
amplitud. La ayuda que brinda el programa es que grafica
cualquier funcion y rediza los caculos de forma
inmediata de esta manera los alumnos pueden analizar €l
comportamiento de las funciones y concentrar mayor
atencion en la variaciones de las razones de cambio a lo
largo de todala curva.
Es necesario resaltar que dado que € programa esta
disefiado para realizar graficas, |os alumnos dispondran de
mayor tiempo para hacer e andisis del comportamiento
de la funcion estudiando su variacion, sus maximos y
minimos, puntos de inflexion asi mismo conociendo la
interpretacién que reciben estos contenidos matematicos
en los diferentes campos de aplicacion.
Los laboratorios se pueden encontrar en € anexo de este
trabajo.
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1. DATOSGENERALES

Caodigo del curso : HT 32

Areacurricular : Formacién Basica

Ciclo : I

Semestre Académico : 2006-11

Duracién : 16 Semanas

Pre-Requisito : LAgico Matematica

Créditos : 5

Horas Semanales : 05 (03 de Teoria, 02 de Préctica)
Docente : Lic. DianaJ. Quintana de Mgjia
Correo electroénico : dianaguintana@ucv.edu.pe

dianaguintana2@hotmail.com

2. FUNDAMENTACION

El Desarrollo de esta asignatura pretende potenciar en e estudiante
capacidades propias del &ea de Matematica como el razonamiento y
demostracién, la interpretacion de gréaficos y expresiones simbdlicas y la
resolucién de problemas.

Asi como presentar |os medios necesarios para la adquisicion de ciertas
destrezas como: andlisis, interpretacion y aplicacion de fundamentos
teoricos.

Finamente el logro de los objetivos de esta asignatura se vera reflgado, y
podra ser evaluado en la eficiencia que demuestren los alumnos a resolver
situaciones reales.

3. COMPETENCIAS

3.1. Representay modela através de formulas agebraicas las funciones
elementales, aplicadas a situaciones de la vida cotidiana,
fendmenos fisicos, quimicos, econémicos Yy tecnoldgicos,
reconociendo la relacion entre el lengugje gréfico y el numérico
para una mejor comprension de larealidad.

3.2. Resuelve problemas aplicando concepto de limite y continuidad,
para € estudio de fendmenos naturaes, presentados en diversos
problemas, demostrando precision en los resultados.

3.3. Interpreta, formula y resuelve problemas de contexto redl,
utilizando definiciones, técnicas y aplicaciones del calculo
Diferencial  desarrollando comunicacion,  investigacion,
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razonamiento y manifestando confianza, flexibilidad vy
perseverancia.

4. PROGRAMACION ACADEMICA

4.1. PRIMERA UNIDAD: FUNCIONES Y LIMITES

CAPACIDADES

1. Comprende € concepto de funcion, reconoce las clases de
funciones.

2. Crafica adecuadamente funciones, reconociendo  sus
caracteristicas, como parte de la resolucién de problemas de
aplicacion.

3. Emplea procedimientos analiticos y experimentaes para
generar model os que expresen situaciones reales interpretando
finamente sus graficas.

4. Entiende intuitivamente la nocién de limites.

5. Caculalimiteslateraesfinitos e infinitos.

ACTITUDES

1. Demuestra precision, orden y claridad en € tratamiento de
datos.

2. Vadora la importancia de las funciones en € andlisis de
situaciones reales.

3. Reconoce la importancia del concepto de limite en € andlisis

de hechos naturales, fisicos, econémicos y tecnol 4gicos.

COMPORTAMIENTOSOBSERVABLES

1

2.

Desarrolla su trabgjo de manera clara y ordenada demostrando
precision en sus respuestas.

Realiza comentarios sobre laimportancia de las funciones en la
comprension y andlisis de hechos naturales, econdmicos,
fisicos, tecnol égicos etc.

Manifiesta verbamente la importancia del concepto de limite
para unameor comprension de la realidad.

NIVELESMIiNIMOSDE LOGROS

1. Al menos conocey empleatres tipos de funciones importantes en

La solucién de problemas.



2. Dadaunasituacion real, explicasi esta puede ser model ada por
Una funcion.

3. Resuelve d menostres limites de mediana complejidad.

CONTENIDOS
SEMANA CONTENIDOS FECHA
¢ Funciones, definicién, dominio y rango.
o CIa$e§ dg Funmones: Dd 4 4 8
Polinémicas, Racionales de Sent.
01 e Lectura _
http://aula.el mundo.es/aul a/laminas/numero
pdf
e Trabgjo Individual.
e Lectura “Los crimenes Imperceptibles’.
Guillermo Martinez
e Grdficas de Funciones con asintotas,
funcién exponencia y Logaritmica.
e LaboratorioN° 1
. . Del 11 4d
02 e Grafico defunciones con valor absoluto. |2’y Sent.
e Presentacion de investigacion sobre la
lectura
e Grafica de funciones polindmicas.
e Funcién Signo y Mayor entero. Ejercicios.
03 e Técnicas de graficacion. Del 18 4
e Presentacion de solucion de problemas 22 de Sept.
sobre funciones.
e Informe sobre novela
e Aplicaciones de las Funciones.
04 e LaboratorioN° 2 Del 25 4d
e Evaluacion de Funciones (parte tedrica) 29 de Sept.
e Trabgo Individual.
05 e Evauacion de Funciones (parte préctica) Del 2 a §
e | aboratorio N° 3 de Oct.
06 e Limites: Limite Finito- Teoremas Del 9 a 13
e Cdlculo de Limites. de Oct.
e Précticade célculo de limites
07 e Laboratorio N° 4 pel 16 4
20 de Oct.
08 Examen parcial. Del 23 4
27 de Oct.




4.2. SEGUNDA UNIDAD: CONTINUIDAD Y DERIVADAS

CAPACIDADES

1. Entiende € concepto de continuidad y clasifica los tipos de
continuidad.

2. Aplicas las propiedades fundamentales de las funciones
continuas ala solucion de problemas reales.

3. Utiliza correctamente las férmulas de derivacion.

4. Aplicae cdculo diferencia a estudio de fendmenos naturales,
econémicos, sociales y tecnol 6gicos.

ACTITUDES
1. Vaorade manera criticalaimportancia de la exactitud y orden

2.
3.

en el cdculo de limites, analizando la  continuidad en algunos
Ccasos.

Demuestra precision, orden 'y claridad en sus célcul os.
Aplicalos conceptos a hechos reales y concretos.

COMPORTAMIENTOSOBSERVABLES

1

2.

Trabgja de manera ordenada y exacta en los momentos
correspondientes a practicas y examenes.

Manifiesta laimportancia de la derivada para explicar y analizar
hechos reales en las diferentes areas.

NIVELESMIiNIMOSDE LOGROS

1. Aplica a dtuaciones redes e concepto de limite y de
continuidad.

2. Dado d gréfico de unafuncion explica con sus propias palabras
e concepto de derivada puntua utilizando argumentos
geométricos.

3. Dada una funcién hala la derivada utilizando reglas de
derivacion.

4. Emplea derivadas para cacular méximos y minimos de una
funcion.

CONTENIDOS

SEMANA CONTENIDOS FECHA
09 De 30 de
e Limitea Infinito. Oct. Al 3 de




e Limites de funciones Trigonométricas | Nov.
e Taller de gercicios
e Evauacion del tema anterior
10 | o Continuidady Discontinuidad removible ﬁg’vﬁ al 10 de
de una funcién. '
e Evauacion de Continuidad.
1 e Trabago en aula sobre problemas de|Del 13 a 17
[imites. de Nov.
La Derivada:
e Razon de cambio promedio e
12 instantanea. Del 20 a 24
e Taller degercicios de Nov.
e Laboratorio N°2
o Definicion e Interpretacion Geométrica.
e Reglasde derivacion. Del 27 de
13 ¢ RegladelaCadena Nov. Al 1 dg
e Evauacion Dic.
e Derivadade una funcién implicita.
14 o Derivada de orden superior. Del 4 d 8 dg
e Laboratorio N° 3 Dic.
e RegladeH’ ospital.
e Aplicacion de la derivada: Maximos y
15 minimos de una funcion. Dd 11 a 15
e Laboratorio N° 4 deDic.
e Evauacion
16 Examen final. Del 18 a 22
deDic.

5. ESTRATEGIASMETODOLOGICAS

Uso de metodol ogia activa empleando principal mente |os métodos:

Magistral

ok~ wdE

Debate

Trabajo Autonomo de los aumnos (Investigacion Individual).
Trabajo de grupo.
Expositiva - Interactiva
Experimental



o

7.

NogokrwdpE

Demostracion.

MEDIOSY MATERIALES

Software matematico: DERIVE
Texto de biblioteca

Separata resumen

Direcciones electrénicas
Ejercicios Aplicacion

Casos

Presentacion multimedia

EVALUACION

7.1 CRITERIOSDE EVALUACION

El Promedio Find (PF) del curso ser4 obtenido de la siguiente
manera:
PU1+PU2
PF =
2

Siendo PU; y PU, los promedios de la primera y segunda unidad de
aprendizaje, respectivamente. El promedio de cada unidad de
aprendizaje se cal cula como:

PC+TI+CL+LB+2EP

PU1:
6

Donde:

PC+TI+CL+LB : Son los Promedios de précticas cdificadas,
Trabgjo de Investigacion, control de lectura,
|aboratorios.

EP . Examen parcial.

La nota se considerara con un decimal en los promedios parcia y
find.

La nota minima aprobatoria es 10.5 y se redondeara al entero inferior
0 superior seguin corresponda.

7.2 CONDICIONES DE EVALUACION

El 30% deinasistencias INHABILITA del curso.



La justificacion de una inasistencia sera unicamente con certificado

médico.
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ANEXO 3

GUIASMETODOLOGICASAPLICANDO EL
SOFTWARE DERIVE

APRENDIENDO CALCULO DIFERENCIAL CON DERIVE

SESION N° 1

TEMA: RAZON DE CAMBIO Y PROBLEMA DE LA RECTA
TANGENTE

CAPACIDAD: Emplea definicion de razén de cambio para
resolver gjercicios sobre recta tangente.




A. RAZON DE CAMBIO

Empezaremos por trabagjar €l concepto matemético fundamental del calculo,
sobre €l cua se sustenta la teoria de derivadas. Este es Razon de Cambio
media. Recordemos que Hoffmann (1985, Pag. 82) la define de la
siguiente manera:

Razén de Cambio Media. Suponga que Yes una funciéon de X,

y = f(x), correspondiendo a un cambio de Xax+Ax, la variable Yy
cambiaen unacantidad Ay = f (x+Ax)— f(X).
Asi, el cociente de diferencias:
Cambiodex Ax f(x+Ax)—-f(x)
Carbiodey Ay AX
Representala razén de cambio de Yy con respecto a X.
(Hoffmann, 1985, 82)

Consideraremos la segunda definicion de la separata por cuanto es més directa
en e andisis de los cambios 0 variaciones. Ahora sigamos las instrucciones
siguientes:

Utilice DERIVE para ingresar la funcion  f (X) = x* —6x+2 y estudiar
Sus caracteristicas.
Una vez definida f(X) construya otra funcién que calcule la Razén de

Cambio Media 0 Razén de Cambio Promedio de f(X) para el intervalo
[a,b].
f(b)-f(a)
b-a
RCP(a,b):=(f(b)- f(a))/(b—a)
Para probar su funcionamiento, encuentre larazén de cambio en € intervalo
[0,3].

RCP(a,b) =

RCP(0,3)
Hallala RCPde f(x) enlosintervalos [1, 2], [1, 3], [1, 4], [1; 1,1], [1,
1.01].

Considera también la misma expresion para halar la RCP en funcion de un
valor X=ay unincremento h.

ROP(x hy = 1 OH D = (9

h

RCP(x,h):=(f(x+h)-f(x))/h



Hallala RCPde f(x) enlosintervalos paralosvalores de:

a X=2 conunincremento de4
b) x=2 conunincremento de 3
C) X=2 conunincremento de?2
d) X=2 conunincrementode 1l

EJERCICIOS

RAZONAMIENTO GRAFICO. Utiliza DERIVE para graficar la funcién
razén de cambio de f (X) = X +2x% -1 y su funcién razén de cambio
f(x+0.01) - f(x)
9(x) =

0.01
valores empleando la opcidn vector.
Hala la RCP de la funcion f(X):=—-In((x—1?(x+3)) en los
intervalos [5.5,6], [ 5.4,6],[ 5.3,6], [ 5.2,6], [ 5.1,6] .
Halla e limite cuando h — 0 de (f (x+h)— f(x))/hen lapregunta
anterior. Paraello sitlla € cursor sobre dicho resultado para resdtarlo y

en una misma ventana. Calcule algunos

pulsael icono .h_ml

. RECTA TANGENTE

Elabore un programa que permita ingresar una funcién, un intervalo
[a,b] y grafique las rectas secantes en ese intervalo hasta la recta

tangente en e punto a. Complete la hoja con los datos que vaya
realizando. Utilice la funcion f (X) = x> —5x% +3x—4 y € intervalo
[2,3].

Una vez realizado el trabgjo anterior, comprueba que se obtiene la
misma solucién con el comando TANGENT (y, X, %Xy) que DERIVE

proporciona.
Ahora puedes resolver algunos problemas del Trabajo Practico N° 2 de

tu separata empleando el comando TANGENT (Y, X, Xg).
Utiliza las formas equivalentes de la derivada (pag.39) y resuelve

algunos gjercicios empleando tus propias funciones y el comando
derivada que te ofrece DERIVE asi podras comprobar tus resultados.



TEMA: CALCULO Y GRAFICA DE LA DERIVADA DE UNA
FUNCION

CAPACIDAD: Grafica funciones y encuentra su primera derivada,
empleando comando propios de DERIVE.

En esta parte de nuestro primer laboratorio vamos aingresar diversas funciones,
calcularemos sus derivadas empleando la definicion de derivada y empleando
también el comando DIF.

1

x* ,Xx<0

X x>0

e Graficarla, ademés construir la funcién derivada de dos formas: la
primera empleando definicion de LIM((f(x+h)-f(x))/h, h, O, -1) para
calcular la derivada por izquierday LIM((f(x+h)-f(x))/h, h, O, Dpara
calcular la derivada por derecha, y la segunda forma es empleando €
comando DIF (f(x), x) que ofrece DERIVE.

Dadalafuncién f(x) = {

e Observa las graficas de la funcion y su derivada y responde a las
siguientes preguntas:

< ¢Qué sucede con la derivada en € punto x=07?
< ¢Quérepresentalagraficade lafuncion derivada?

Introduce la siguiente funcién definida “a trozos’: f(x):=IF(x<4, x"2-5,
2x+3)

e Cdcular lasderivadas lateralesen x = 4.

o Representa la funcion f(x). Observa que se trata de una funcion
continua, pero no derivable.

e Pruebacon otras definiciones de f(x) y otros valores distintos de x = 4.

2
Ingresa la funcién h(x) = X Sen(x} X0 y calcula su derivada en €
0 ,x=0
punto cero. Ademés elabora las graficas.
Considera f(x):=4-x"2 en x =2 y halalas derivadas lateraes. ¢Puedes
explicar que ocurre?
Consideratambién f(x) = 1/x en x=0.



6. Demostrar usando DERIVE que la funcion

3/2
cos|—| ; x>0 .
f(x)= (xj es derivable en cero.
0 ; x<0

7. Calcular y graficar las derivadas de las siguientes funciones empleando
derive:

a f(x)=sen| —
=
w] PR
senx
b) f(X) _ Senx — CosS X
Senx + Cos X
1
) f(=—s
a_
X+ senx

d f(x)= x6(1— cos 2x)2
e) f(X)=Inx



APRENDIENDO CALCULO DIFERENCIAL CON DERIVE
SESION N° 2

RELACION ENTRE LA GRAFICA DE UNA FUNCION Y SU
PRIMERA DERIVADA

CAPACIDAD: Infiere, mediante un andlisis grafico, las relaciones
existentes entre la grafica de una funcion y su primera derivada; signo de
la primera derivada asociado con crecimiento o decrecimiento de la
funcion, y derivada nula con puntos criticos.

PROBLEMA .- (Carécter creciente o decreciente de una funcion)

¢Puede la primera derivada de una funcién proporcionar informacion
acerca del caracter creciente o decreciente de unafuncion f (x) ?

. : _ : =D R _ : L
. . . . 1 l + . . e
[ L + + + + + + 1
4 -3 2 a4 Ja1 3 4

. . . 1 _2 . . . .
. . . 1 _3 . . .

-4

Empezaremos recordando una serie de conceptos que debemos tener
en cuenta para abordar esta sesion.

Se dice que una funcidn es positiva en la region en que su grafica se
encuentra arriba del gje de las abscisas.

Asi use DERIVE vy describa en que intervalos las siguientes
funciones son positivas.

0 f(x)=3cosx

o f(x)=3x-3
o f(x)=8-4x
o]

f(x)=(x+ 2)2—5



o f(x)—(x—3)2+2

Se dice que una funcidn es negativa en la region en que su grafica se
encuentra abajo del ge de las abscisas.

Emplea DERIVE y describe en que interval os la siguientes funciones
Son negativas.

o f(x)=5x-3
—X

0o f(X)=—+6
(X) >

f(x)= X2 +4x—4
f(X)=—x>+6x+9

Una funcion es creciente en una region si y solo si a aumentar los
valores de la variable independiente X, aumentan también los valores
de lafuncion. Es decir,

f (X) es creciente en una region si para dos puntos cualesquiera X, y
X,, Siempre que X, < X, , necesariamente f (x;) < f(x,), Yy viceversa.

Geométricamente, una funcién es creciente en la region en que su
grafica sube a medida que recorremos € ge X de izquierda a
derecha.

Grafica empleando derive la funcion f (x) = x° —3x?+3 y completa
lo siguiente:

e Lafuncion mostrada es decreciente en intervalos que empiezan
inmediatamente después de y termina inmediatamente
antes de . Es decir, f(x)es decreciente en € intervalo
abierto ( , ). ¢Por quéintervalo abierto?

e En cambio, la misma funcion es creciente en dos regiones: desde
menos infinito hasta , Sin llegar a cero, a sea, en €
intervalo ( , );yendintervalo ( , ).



e ¢Podrias dar una justificacion del porgqué los valores 0 y 2 estan
excluidos de |as tres regiones?
e La funcidn graficada es positiva en los intervalos ,

e La funcidn graficada es negativa en los intervalos :

También hemos trabajado las siguientes ideas. Completalo que falta:

e Hemos afirmado e hecho de que, en un punto del dominio, la
pendiente de una curva es igual a la pendiente de la recta
en ese punto.

Sabemos que:

e Cuando unarectaes creciente, su es positiva.

e Cuando unarectaes decreciente, su es decreciente.
e Cuando una recta es paraela a ge X, su es

e La pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcion
f (X), en cualquier punto del dominio, es precisamente la primera
delafuncion.
e Elabora las graficas de la funcién f(x)=x>-3x*>+3 y de su
primera derivada empleando DERIVE.
e Haremos un andlisis comparativo de estas gréficas.
e Lafuncién f(x)es decreciente en e intervalo (0,2). (Cémo es
su derivada f '(x) en eseintervalo?
e Lafuncion f(x)es creciente en e intervalo (—«,0). ¢Cémo es
su derivada f '(x) en eseintervalo?




Lafuncion f(x) es creciente en el intervalo (2,0). ¢C6mo es su
derivada f '(x) en eseintervalo? :
Lafuncion f(X) es constante en los puntos x=0 y x=2¢Como
es su derivada f '(x) en esos puntos?

L os hechos que acabas de observar no son una coincidencia, ni un
hecho aislado; corresponde a una relacién muy importante entre
unafuncién y su primera derivada.

Considerando tus respuestas, tenemos todos |o necesario par
construir los siguientes criterios de caracterizacion:

Paratodafuncion f (x) derivableenunintervalo (a,b):

Si f'(x)>0 paratodo valor x en (a,b), f(x) es creciente en
(a,b).

Si f'(x) <0 paratodo valor x en (a,b), f(x) esdecreciente en
(a,b).

Si f(x)=0 paratodo valor x en (a,b), f(x) es constante en
(a,b). Este caso nos seré particularmente (itil en e caso en que e

interval o conste de un solo punto.
A cadavalor de xend que f'(x) =0, selellamapunto critico.

Problema 1. Empleando DERIVE encuentra |os intervalos donde
la funcién f(x)=x>—3x*>+3 creciente y decreciente vy los

puntos donde es constante. Luego compara tus hallazgos y
completa lainformacion.

f'(x)= , f(X)sera creciente donde f’(x) >0, es decir
donde 3x*-6x>0; factorizando 3xobtenemos.  3x( )>0

recuerda que @ producto de dos factores es mayor que cero solo
si ambos son positivos 0 ambos son negativos.

. 3X>0 y x-2>0

x>0 y x>2



Siempre que x> 2, se cumple también que x>0. No al revés.
. f(X)es crecienteen (2,:).
2. 3x<0 y x-2<0
x<0 y x<2
Siempre que x<0, se cumple también quex<2. No a revés.
- f(x)es crecienteen (-x,0).

o f(xX) serd decreciente donde f’(x)<0, es decir, donde
3x?—6x<0:

. 3x( ) < 0 ahora recordemos que €l producto de dos factores es
negativo s y solo s 0

1. 3x>0 y x-2<0
x>0 y x<2

- f(x)es decrecienteen (0,2).
2. 3x<0 y x-2>0

x<0 y x>2

ilmposible! No hay valores de x que sean menores que cero y al
mismo tiempo mayores que 2.

f (X) seré constante, es decir, estard momentaneamente horizontal, su
tangente seré pardlela al ge X, donde f(x)=0: 3x(x-2)=0 s
x=0yx=2.

Estos son los dos valores de x donde lafuncién es constante alos que
[lamamos “ puntos criticos’.

Otra forma de encontrar los valores de xdonde la funcion es
creciente o decreciente, sin tener que resolver desigualdades es la
siguiente:

Se encuentran los valores de xdonde f’(x) vale cero, resolviendo la
ecuacion f'(x)=0.



Los n vaores de xobtenidos a resolver la ecuacion anterior nos
permiten dividir €l e X en n+1 intervalos genos.

Se construye una tabla en laque los a x valores en cada intervalo y,
analizando e signo que toma f’(x)en cada uno de ellos, podemos

decidir s f (x) es creciente 0 decreciente, con base en € criterio a
gue arribamos antes.

Trabgjando en estaformacon f(x)=x>—3x*+3

f(x)=3x>—6x; 3x°—6x=0; 3x(x-2)=0; si 3x=0, x=0; S
x-2=0, x=2.

f (x) esconstanteen x=0y en x=2.

Los valores O y 2 dividen a ge X en tres intervaos:
(-,0),(0,2),(2,x).

Latabla que construiremos sera del tipo:

Intervalo (—O0,0) (O, 2) (2,00)
Valqr de X en€ 1 1 3
intervalo
Valor .de f'(X)end 9 3 9
intervalo
Signode f’(x) + - +
Caractgr de f(X)end Creciente Decreciente Creciente
intervalo

Por lo tanto f(X)es creciente en los intervalos (—,0) y (2,»),
mientras que es decreciente en e intervalo (0,2).

Problema 2. Empleando DERIVE encuentra los intervalos donde la
. 1 . : ]
funcion f(x)=x+— es creciente y decreciente, asi como los puntos
X

donde es constante. Observa que estafuncién no esta definidaen x=0.



Problema 3: Utiliza DERIVE y encuentra | as regiones donde cada una de
las siguientes funciones es creciente, decreciente o constante.

X% —X—2
f(X)——l_X
2X
X% +1
f(x)=x*+6x>-5
f(x)=x>-1
6
X% +3

f(x) =

f(X) =

D. RELACION ENTRE LA GRAFICA DE UNA FUNCION Y SU
SEGUNDA DERIVADA

CAPACIDAD: Infiere, por medio de un andlisis grafico, las relaciones
existentes entre la gréfica de una funcién y su segunda derivada; signo
de la segunda derivada asociado con concavidad de la funcién y
segunda derivada nula con un posible cambio de concavidad.

PROBLEMA 1.- (Concavidad de unafuncion)

¢Puede la segunda derivada de una funcion proporcionar informacion
acerca dd tipo de concavidad que presenta una funcidn
primitiva f (x) ?

Emplea DERIVE y grafica la funciéon f(x)=(x—3)>+4 ademés
determina las ecuaciones y graficas de las rectas tangentes a la curva
enlospuntos x=0y x=5.

Empleando  nuevamente DERIVE  grafica la  funcidn
f (X) =—(x+7)% -1 ademés determina las ecuaciones y gréficas de
las rectas tangentes alacurvaen los puntos x=-10 y x=-5.

Observaciones:



Observa en principio que donde la curva es concava hacia arriba sus
tangentes estén pro debajo de la curvay en caso de ser concava hacia
abaj o sus tangentes estan por arriba de ella.

Pero donde la curva no es concava, latangente la atraviesa.

Una funcién que presenta los dos tipos de concavidad posibles: hacia
abajo y hacia arriba esf(x) = x>*—3x*+3. Empleando DERIVE
calcula su primera y segunda derivada y graficas todas las funciones
en un mismo plano. Localiza con cuidado cada grafica, colorea con

un color diferente, asi podréas identificarlas facilmente en € siguiente
andlisis.

En el intervalo (—ox,1):
f (x) esconcava hacia abajo.
f '(X) que representa las pendientes de las rectas tangentes a
f(x), es decreciente. No deja de bgjar, desde —oo hasta
x=1.
f "(X), que representa las pendientes de |as rectas tangentes a
f '(X), esnegativa, porque f '(x) es decreciente.

Exactamenteen x=1:

o f(x) cambiade concavidad. Deja de ser concava hacia abgjo,
pero aun no es concava hacia arriba.

o f'(X)esconstante; tiene un punto critico, porque f "(x) =0.

o f"(x)cortaa ge X, vale cero. Dgo de ser negativa 'y ain no
es positiva.

End intervalo (1,):

o] f (X) escdncavahaciaarriba.

o] f '(X) es creciente.

o] f "(x), es positiva.

Una vez mas |o que has observado no es una coincidencia o un caso
aislado, nuevamente corresponde a una importante relacion entre una
funcién y su segunda derivada.

Conclusion:



e Para toda funcion f(x)cuya segunda derivada existe en €
intervalo (a,b):

e S f"(x)>0 paratodo valor x en (a,b), lagréficade f(x)es
concava hacia arribaen (a,b).

e S f"(x)<0 paratodo valor x en (a,b), lagréficade f(x)es
concava hacia abajo en (a,b).

Definicion.- Se llama punto de inflexion al punto donde la grafica de
la funcion cambia de ser concava hacia abajo a concava hacia arriba,
0 viceversa, s existe latangente en ese punto.

La funcién que analizamos antes, f () = x°> —3x? + 3, tiene un punto
deinflexionen x=1, porque f "(1)=0.

Ejercicios
Estudiasi tienelafuncion f(x)=x*, punto deinflexiénen x=0.
Con ayuda de DERIVE hala los intervalos donde la funcion es

concava hacia arriba y/o hacia abgjo, asi como las coordenadas de los
puntos de inflexion, si existen. Elaborar |as graficas necesarias.

3
o f(x)=
) x*+3
0 f(x)=x3—6x°+9x+1

4
0 f(x):XT—Zx2

o f(x)=6x>-x*



APRENDIENDO CALCULO DIFERENCIAL CON DERIVE
SESION N° 3

APLICACIONESDE LASDERIVADAS: MAXIMOSY MINIMOSDE
UNA FUNCION

A. CLASIFICACION DE LOSPUNTOS CRITICOSDE UNA FUNCION

CAPACIDAD: Determina los puntos criticos de una funcién y
|os clasifica en maximos, minimos o de inflexiones.

RECORDEMOS:

Localizaen lagréficade lafigural € punto(s) m, minimo(s), y da sus

coordenadas.
T4
B ; Fla)=(-(1f°2))
1 .
4 1 1 4' 12
. . . : f(x)=|1-—
’ | ™ ( ij
Figural

Si observas la gréfica notaras que existen dos puntos mas bajo que todos
los demés donde la curva es concava hacia arriba, a los que [lamaremos
minimos locales. Las coordenadas de esos puntos en la grafica son

m( . )ym( , ).

Localiza en la gréfica de la figura 2 € punto M, méximo, y da sus
coordenagas.

: &0
. . Y len .- . . . .
1 1 £ = x(x+2)(x-4)(x-6)
4 - 20 2 4\} & 10

:gg C fE=x(ie )0 4J(x 6]
Figura2




Si observas la grafica de la funcion, encontraras que alcanza un punto
mas ato en la region donde es concava hacia abgjo. Las coordenadas de
ese punto son: M( , ). A un punto como este que se encuentra en la
cima de una region donde la curva es concava hacia abgjo, se le llama
maximo local, por que en efecto es el punto mas alto, aunque no de toda
lacurva sino de unaregion.

[ A los valores méximos o minimos los [lamaremos val or es extremos. ]

Pregunta: ¢Qué coincidencias y qué diferencias hay donde f(x) tiene
maximo y donde tiene minimo?
Coincidencias:

Diferencias;

Para determinar los valores extremos de una funcion, en un primer
acercamiento, se requiere:
1. Obtener la primera derivada de la funcion, para investigar donde
f(x) esconstante.
2. lgudar acerolaprimeraderivada: f'(x)=0.
3. Resolver la ecuacion resultante, para encontrar |0s puntos criticos
de f(X):X,Xs,...., donde podria tener un maximo, un minimo o
un punto de inflexion.

4. Bosqugjar lagraficade lafuncion.
5. Elabora una conjetura acerca del caracter de cada punto critico:
maximo, minimo o punto de inflexion.

Emplea DERIVE y en cada funcién de los siguientes €emplos,
determina los puntos criticos, bosqueja una gréfica y elabora una
conjetura acercadel caracter de cada punto critico.



EjercicioN° 1

2
Graficar lafuncion f(x)=(1—i2j y completar lainformacion.
X

Lo

f'(xX)=

f'(x)=0 dedonde x, = .. f(X) tiene un punto critico.

3. ¢Qué sucede con la gréfica de la primera derivada en los puntos
criticos de lafuncion?

4. Mostrar lagréficay determinar que tipo de punto es X, .

5. Determinar la segunda derivada y analizar su comportamiento
grafico.

N

EjercicioN° 2
Graficar la funcion f(X) =x(x+2)(x—4)(x—6)y completar la
informacion.

1. f'(x)=

2. f'(X)=0 de donde x = ,X= ,X= .. f(x) tiene tres
puntos criticos.

3. ¢Qué sucede con la gréfica de la primera derivada en los puntos
criticos de lafuncién?

4. Mostrar lagréficay determinar que tipo de puntos criticos tiene.

5. Determinar la segunda derivada y analizar su comportamiento
grafico.

EjercicioN° 3
Graficar lafuncién f (x) = x>—3x% +3 y completar lainformacion.

1. f'(x)=

3x?-6x=3x( - )=0dedonde ;= 'y X= .. f(X
tiene dos puntos criticos.

Indicar el maximo y & minimo.

¢Queé sucede con la grafica de la primera derivada en los puntos

criticos de lafuncién?
4. Mostrar unagréfica

N

o w



5.

6.

Grafique la primera derivada y determine si e signo de ella antes
y después del punto critico coincide con la propiedad de la
funcidn de ser creciente o decreciente en los interval os formados.
Grafique la segunda derivada y andice la informacion que
representa.

Ejercicio N °4 (trabajo)

Graficar lafuncion f(x) =
1.
2.

y completar lainformacion.

X% +3
f(x) =
-6x
=
(x2+3)
2 . ) _
Puesto que (x2+3) siempre serd mayor que cero, la Unica
posibilidad de que —6x >=0 esque —-6x=0 luego x=0.
(x2+3)
.. T(X) tiene sdlo un punto critico.
Determine a través de la grafica s se trata de un maximo o

minimo.

Grafique la primera derivada y determine si e signo de ella antes
y después del punto critico coincide con la propiedad de la
funcidn de ser creciente o decreciente en los interval os formados.
Grafique la segunda derivada y andice la informacion que
representa.



B. CRITERIO DE LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA PARA
ENCONTRAR VALORESEXTREMOSDE UNA FUNCION

CAPACIDAD: Comprendey aplica€d criterio de laprimeray segunda
derivada para encontrar valores extremos de una funcion.

¢Existe un procedimiento forma para determinar los valores
extremos de una funcion?
En & punto anterior pudimos determinar los valores criticos de una
funcidn y decidir si se trataba de un maximo o minimo o un punto de
inflexion.
Pero tuvimos las siguientes limitaciones:
¢ Nuestra decision qued6 a nivel de conjetura, porque para tomarla
n 0os apoyamos en una grafica y eso le quita formalidad y
precision al procedimiento.
e No obtuvimos € valor del maximo o minimo de la funcién, ni las
coordenadas en € caso del punto de inflexion.

En esta sesiéon trabgjaremos, en lapiz y pape, € procedimiento
formal para obtener los valores extremos de una funcién, asi como
sus puntos de inflexién, y resolveremos los gercicios usando derive
asi podemos comparar entre el trabgjo analitico y los cdculos que
podemos hacer empleando DERIVE.

RECORDAR:

Criteriodelaprimeraderivada

Hipétesis: Si f (x) es una funcién continua en un Intervalo (a,b),
x,€s €l anico punto critico en ese intervalo y f(x) es derivable en

(a,b).

Entonces:

Tesis: e punto critico (x,, f (X)) se puede clasificar de acuerdo ala
siguiente tabla:



Signode (xyen | Signo de f(x)en
(ax) (%.b)

+ - f (X,) esun méximo

Decisién

- + f (X,) esun minimo

f(X)es un posble
punto de inflexion.
f(X,) es un posible
punto de inflexion.

Criterio dela segunda derivada

Hipotesis. S f(x)es una funcion que tiene primera y segunda
derivadas en un intervalo (a, b), y tiene un punto critico enx .

Tesis. € punto critico (xl, f(xl))se puede clasificar de acuerdo con
€l siguiente criterio:

e S f"(x)>0,f(x)tendra un maximo en x , porque es concava
hacia arriba.

e S f"(X)<0,f(X)tendra un minimo en x, porque es concava
hacia abgjo.

e S f"(x)=0,f(x) podriatener un punto de inflexion x , S esta
cambiando la concavidad.

Ejercicio N°1

Determina los maximos y minimos de la siguiente funcion:
f(x)=x*-3x*+3, completa la informacion que se pide y luego
comparatus resultados con los obtenidos empleando DERIVE:

1 f()=
2. 3x*-6x=0



3. 3*-6x=3x(__—-___)=0de donde x=___ vy
XN=____

4. Los vaores 0 y 2 dividen d ge X en los intervalos genos:
(—oo,O),(O, 2),(2,00)

5. Elaboramos unatabla paradar valoresa x. Completael valor y €
signode f'(x)

Intervalo (-,0) | (0,2) | (2,)

Valor de X -1 1 3

Vaor de f'(X)

Signode f '(X)

6. Deacuerdo con € criterio de la primera derivada:

a En x =0, f(x) tiene un , porgue
f'(x) :
b) En x,=2, f(x) tiene un , porque
f(x)
7. El valor maximo de f(x)en , €S
8. El valor minimo de f(x)en , €S

Ejercicio N°2

Determina los méximos y minimos de la siguiente funcion:

f(x)= 23 , completa lainformacion que se pide y luego comparatus
X+
resultados con |os obtenidos empleando DERIVE:
1. f'(x)=
2. _—GX =0

(x° +3)2



3. Puesto que (x2+3)zsiempre serd mayor que cero, la Unica
posibilidad de que sz —0esque X =
(x*+3)
4. El valor dez divide d gje X en 2 intervalos: (—«,0),(0,0) ¢Qué

sucede en el punto cero?
5. Elaboramos unatabla paradar valoresa x. Completael valor y €
signode f'(x)

Intervalo (—,0) | (0,0)

Vaor de X -1 1

Vaor de f '(X)

Signode f '(X)

6. f(X)presentaun en

Ejercicio N°3

Empleando Derive y € criterio de la segunda derivada, determina los
méximos y minimos de la siguiente funcion: f(x):(x—4)3+10,

ademés completar la informacion y anexa la grafica de las funcion para
verificar las validez de tus resultados:

1. f'(x)=
2. 3(x-4)°=0

3. 3(x*-8x+16)=0dedonde x, = .

4. T'¥)=

5. ") =0. .. f(x)tieneun

6. Las coordenadas de ese punto son (4, f (4)), esdecir, (4, )

~

f (2 = >0. .. f(X)tieneun




Trabajo en casa

Ejercicio N°1

Determina los maximos y minimos de la siguiente funcion:
f(x)= (x—4)3, completa la informacion que se pide y luego compara
tus resultados con |os obtenidos empleando DERIVE:

1. f'(x)=

2. 3(x-4)"=0

3. 3(x*—8x+16) = 0dedonde x, = .

4. El vador 4 divide d ege X en dos intervalos genos.
(~0.4).(4.2)

5. Elaboramos unatablaparadar valoresa x. Completael valor y el
signode f'(x)

Intervalo (—0,4) | (4,)

Valor de X 2 5

vdor de f'(X)

Signode f'(X)

6. De acuerdo con €l criterio de la primera derivada:
En x, =4, f(x) presenta

Ejercicio N°2
Determina los méximos y minimos de la siguiente funcion:

f(X)=x+ 1 completa lainformacion gque se pide y luego compara tus
X

resultados con |os obtenidos empleando DERIVE:

1 f'(x)=
2. 1-2 -0

X



1—X—12:0,1=X—12,x2=1,dedondex1: y X, =

Los valores 1 y -1 dividen a ge X en 3 intervalos genos:
(—0,-1),(-1,1),(1,0) ¢Qué sucede en &l punto cero?
Elaboramos una tabla para dar valores a x. Completael valor y €
signode f'(x)

Intervalo (—oo,—l) (—1,0) (0,1) (loo)

Vaor de X -2 -1/2 2 3

Vaor de f '(X)

Signode f'(X)

El valor maximo de f (x)en , €S
El valor minimo de f(x)en , €S

Ejercicio N°3
Empleando Derive y € criterio de la segunda derivada, determina los

maximos y minimos de la siguiente funcion: f(x) =x+—, ademas
X

completar la informacién y anexa la grafica de las funcion para verificar
las validez de tus resultados:

=

w

© N o gk

f'(x) =
1
1—7 = 0
1 1
1——2:0,1=7,x =1, dedonde x, = y X, =
X
f(x) =
f )= >0. .. f(x)tieneun
Las coordenadas de ese punto son (1, f (1)), esdecir, (1, )
f'(-1= <0. .. f(x)tieneun

Las coordenadas de ese punto son (-1, f (-1)), esdecir, (-1, )



Ejercicio N°4
Calcula los maximos, minimos y puntos de inflexion de las
siguientes funciones:

2 A4
XS X

L f()=2-2

9 2 16

3X

2. f(X)=
X —
X

3. f(x)=
4—x?
2

4. f(x)=x_—x_2
1-x

Representa las graficas para comprobarlo.

C. PROBLEMASDE OPTIMIZACION

CAPACIDAD: Resuelve problemas que involucran maximos o
minimos de una funcion empleando derive.

Has aprendido a encontrar valores extremos de una funcion por
medio de dos criterios. el de la primera derivada y € de la segunda
derivada. Lo que haremos ahora constituye una de las principales
aplicaciones del célculo diferencia, utilizado en muy diversas areas
del conocimiento. Con frecuencia en los procesos industriales,
cientificos y tecnol égicos se busca optimizar las condiciones en que
se llevan a cabo, asi como |os resultados que se obtienen.

Por g emplo, se pretende envasar e mayor volumen de un producto
empleando la menor cantidad posible de material, obtener € mejor
efecto de un medicamento con la menor dosis administrada, encontrar
el nimero de articulos que deben venderse para obtener la maxima
ganancia

Todo esto es optimizar un proceso y e calculo es una herramienta
muy Util paralograrlo.



Para resolver un problema de optimizacion, basicamente debemos
proceder de la siguiente manera:
1. A partir del enunciado del problema, obtener la funcion que
gueremos optimizar de modo que dependa de una sola variable.
2. aplicar uno de los criterios para encontrar los valores extremos de
una funcion.
3. interpretar los resultados con base en la naturaleza del problema
planteado.

PROBLEMA 1

Cuando alguien tose, la traquea se contrae violentamente, |0 que afecta
de modo directo a la velocidad del aire expulsado através de ella. Si la
velocidad del are durante la tosida se puede expresar como:
v(r)=k(p-r)r?, donde k es una constante positiva que depende de la
persona, p esé radio normal delatragueay r el radio durante e golpe
detos,

a) Utilice una escala apropiada para mostrar la grafica de la
velocidad del aire durante la tosida. Utilice los valores de K=1y
p=3.

b) Determinael dominio apropiado para estudiar esta funcion.

c) ¢Qué vaor del radio rproducir la maxima velocidad del aire
expulsado? ¢Cudl eslavelocidad?

Solucién

1. Siendo lafunciéon amaximizar: v(r) =k(p-r)rZ=k(p 7-r®)

2. Laprimeraderivadaes: %:

3. Lospuntoscriticosson: r, = y fr,=

4. luego la velocidad del aire expulsado tiene un maximo cuando:
I =

PROBLEMA 2

Se quiere fabricar latas de refresco cuyo contenido sea 33cl, de manera
gue € costo de la chapa sea minimo. Hallar las dimensiones que ha de



ANEXO 4

PLANESDE CLASE

Los planes de clase, en general, son los mismos para ambos grupos pero
s difieren del lugar donde se trabajan pues & grupo experimental recibira
clases en € laboratorio de computo, mientras que e grupo de control
trabajara sus sesiones de clase en €l aula.

Debo indicar también que solo la tercera clase de ambos grupos sera en
el sadn de clases pues se deben trabajar las derivadas de funciones
trigonomeétricas, logaritmicas, implicitas, reglade L "Hospital.

El modelo de plan de clase que presento a continuacion es € que
manejamos en la universidad para nuestra carpeta docente. Fue disefiado
por los docentes de la Escuela de Educacion y lo trabajamos en todas las
escuelas.

Presento cuatro planes de clase que corresponde a las 4 sesiones que
tuvimos pararesolver e capitulo de Derivadas.
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Semana
ASIGNATURA: Ciclo: Seccioén: DOCENTE:
N° Sesiéon
COMPETENCIA:
TITULO: CAPACIDAD:
ACTIVIDADES TIEMPO INDICADORES
INICIALES Destreza/Habilidad Contenido Producto

PROCESO

FINALES Actitudes




METODO AYUDAS TECNICAS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION
preap— Texto s - L . . .
Expositivas Observacion Situacion Ejercicio Practico Pruebas Escritas Situac
Interactivas Separatas-resumen _ . de Ev
| tiaacio - Lista de cotejo Mapa mental
nvesugacion Transparencias- Pruebas de
Individual Diapositivas - Mapa Conceptual ~
Debate Eorcicios ADTicacid Reglst[o_ _ Desempefio
jercicios Apficacion anecdético Estudios de Casos Examen
Proyecto Casos Escala de Practicas- Laboratorio Tematico
— Presentacién actitud Eiercici
Demostracion : : - jercicios
' ' Multimedia Otros(Indicar) Proyecto Interpretativos
Investigacion Otros Portafolio Pruebas
por _equipos i
OGS Ensayos Objetivas
Otros (Indicar)
Bibliografia: Péaginas Web:
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PLAN DE SESION DE APRENDIZAJE 2006-Il
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA |

Ciclo: 1l

Seccién: A, B

Semana 12
DOCENTE: Lic Diana Quintana Sanche:

N° Sesién 1

COMPETENCIA: Interpreta, formula, analiza y resuelve problemas de contexto real, utilizando definiciones, técnicas y aplicaciones del Calculo Difer




comunicacion, investigacion, razonamiento y manifestando confianza, flexibilidad y perseverancia.

CAPACIDAD: Resuelve problemas sobre razon de cambio, recta tangente y grafico d

CONTENIDO: Derivadas derivadas.
ACTIVIDADES TIEMPO INDICADORES
INICIALES Destreza/Habilidad Contenido Producto
e Saludo. _ o
e Para esta clase he preparado un relato sobre la historia del | 15’ Resuelve Razon de cambio. Opinion  sobre los
calculo diferencial. La historia de Newton y Leibnitz. protagonistas  de la | 1. Resuelve
Encuentra Dos Problemas con un mismo | Historia de Calculo. aplicacion
tema.
ACTIVIDADES DE PROCESO Calcula Presentacion de | 2. Encuentra
Definicion de Derivada. ejercicios propuestos en funciones
e Se expone el fundamento teérico sobre la definicion de Grafica luGi6 d bl clase.
derivada y se entrega el material didactico. 2h15’ Resolucion e problema
, 9 - , empleando derivadas 3. Calcula la
e Se resuelve en parejas en la solucion del primer trabajo | break : f
practico. 1h30r Elaboracion de raficas de (X) e
e Los alumnos exponen en la pizarra la solucién de los ) : gratl de derivac
funciones y sus derivadas.
problemas.
e Con el grupo experimental se trabaja la guia de laboratorio. 4. Grgfica
ACTIVIDADES FINALES Actitudes derivadas.
10 Valora de manera critica la importancia de la historia del calculo asi mismo muestra

e Presentar en la siguiente clase la solucién de los ejercicios
propuestos en la separata.

orden e interés por aprender.

METODO | AYUDAS

TECNICAS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION




X Expositivas- Texto Observacion Situacion Ejercicio Practico Pruebas Escritas Si
Interactivas Separatas-resumen (s d - M tal d
—— _ apa menta
In\ées(tjlgaflon Transparencias- Istade cotejo P Pruebas de
Individua i iti - =~
Debate Diapositivas x| Registro Mapa Conceptual Desempefio
Ejercicios Aplicacion anecdético Estudios de Casos Examen
Proyecto Casos Escala de Practicas- Laboratorio Tematico
— Presentacién actitud x| Ejercicios
Demostracion eTias - J
M. Multimedia Otros(Indicar) Proyecto Interpretativos
X Investigacion Otros Portafolio Pruebas
por equipos i ofi
Otros Ensayos Objetivas
Otros (Indicar)
Bibliografia: Péagina Web:
Analisis Matematico I. Eduardo Espinoza Ramos www.ucvpiura.edu.pe (aula virtual)
Andlisis Matematico. Maximo Mittac Meza

ucC

PLAN DE SESION DE APRENDIZAJE 2006-Il

ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

UNIVERSIDAD
CESARVALLEJLO

Semana

ASIGNATURA: MATEMATICA | Ciclo: 1l Seccion: A

N° Sesidn

13

1

DOCENTE: Lic Diana Quintana Sanchez

COMPETENCIA: Interpreta, formula, analiza y resuelve problemas de contexto real, utilizando definiciones, técnicas y aplicaciones del Célculo Diferenci

comunicacion, investigacion, razonamiento 'y manifestando confianza, flexibilidad y perseverancia.
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CONTENIDO: Derivadas

CAPACIDAD: Infiere, mediante un andlisis grafico, las relaciones existentes entre la gréfica de una funcién vy ¢
signo de la primera derivada asociado con crecimiento o decrecimiento de la funcién, y derivada nula con puntos criti

ACTIVIDADES T'%MF’ INDICADORES
INICIALES Destreza/ Contenido Producto ftem
, Habilidad
Saludo. 15
Esta clase se inicia con una lluvia de ideas sobre lo trabajado en Calcula Reglas de Derivacion Solucién de ejercicios | 5.Calcule la de
la clase anterior. sobre derivadas. siguientes funci
ACTIVIDADES DE PROCESO Determina Derivadas de orden
superior. Andlisis de grafico de | 6.Encuentra deri
Para esta sesion los alumnos han descargado el material del aula | 2h | Analiza funciones y su primera superior de func
virtual. Pero para el grupo experimental la guia se entrega en | 15 Analisis grafico de | derivada.
clase. brea funciones y su primera .
Se presenta el contenido y se trabaja dando espacios para las | k derivada Ejemplos de primera y 7.Ana|llza las
posibles preguntas de los alumnos. Ademas se presentan | 1h segunda derivada. funciones y su c
ejemplos. 30’
Se solicita a los alumnos que voluntariamente expongan sus
soluciones.
ACTIVIDADES FINALES Actitudes
10 Valora la importancia de conocer el comportamiento grafico de una

Presentar en la siguiente clase la solucién del trabajo
practico N° 4.

funcién y su derivada.

METODO

| AYUDAS

TECNICAS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION




_ Texto Observacion Situacion Ejercicio Practico Pruebas Escritas Situac
X Expositivas- Vi P de Evaluacién
Interactivas Separatas-resumen X _ i apa menta
|nVeStigaCién Transparencias_ Lista de cotejo Mapa Conceptual P bas d >
Individual Diapositivas " n ruebas ,.,e ’
Debate = posi ADICac Registro Estudios de Casos Desempefio
ercicios Aplicacion | x Ati - -
) P anecddtico X Précticas- Laboratorio Examen
Proyecto Casos Escala de Proyec Tematico
Demostracion Presentacion actitud__ x| Ejercicios
| M. Multimedia Otros(Indicar) Portafolio Interpretativos
nvestigacion Otros Pruebas
por parejas Ensayos Obijetivas
Otros Otros (Indicar)
Bibliografia: Péagina Web:

Andlisis Matematico |I. Eduardo Espinoza Ramos
Andlisis Matematico. Maximo Mittac Meza

www.ucvpiura.edu.pe (aula virtual)

UC

VERESIDAD
AR VALLEJO
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PLAN DE SESION DE APRENDIZAJE 2006-1l
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA |

Ciclo: 1l

Seccién: A, B

Semana

N° Sesidn

14

1

DOCENTE: Lic Diana Quintana Sanct

COMPETENCIA: Interpreta, formula, analiza y resuelve problemas de contexto real,
comunicacion, investigacion, razonamiento y manifestando confianza, flexibilidad y perseverancia.

utilizando definiciones, técnicas y aplicaciones del Célculo |

CONTENIDO: Derivadas

CAPACIDAD: Determinalos puntos criticos de una funcion y los clasifica en maximos, mini

ACTIVIDADES

| TiEMPO

INDICADORES



http://www.ucvpiura.edu.pe/�

INICIALES Destreza/ Contenido Producto
Habilidad

e Saludo. 15’

e Esta clase se inicia con la presentacién de un problema el cual Identifica Reglas de Derivacion de | Solucién de ejercicios y | e Identifica
implica derivar una funcién trascendente, la intencién es generar funciones : problemas de la que em
el desequilibrio cognitivo. Demuestra Trigonometricas. separata referidos a determina

Trigonometricas Inversas. | derivadas.
ACTIVIDADES DE PROCESO Emplea Exponenciales. e Demuestr
» ) Logaritmicas. derivacion

. Rara esta sesion los alumnos han descargado el material del aula funciones
virtual. ) - Reglas de Derivacion de calcular.

e La clgse se desarroll@ empleando el método expositivo dgndo 2h15° funciones Implicitas
espacios para las posibles preguntas de los alumnos. Ademas se break )
presentan ejemplos y la solucion del problema planteando al 1h30’ . * Emple_a
inicio de la clase. Derivadas de  orden superior p

e Con el grupo experimental no hubo laboratorio. superior.

o Se resuelve de forma individual los ejercicios del trabajo préactico.

e Se solicita a los alumnos que voluntariamente expongan sus
soluciones.

ACTIVIDADES FINALES Actitudes

« Presentar en la siguiente clase la solucién del trabajo practico de 10 Interés por conocer fundamentos teéricos que le permitan resolver ejercicios

la separata. y problemas.

[ METODO | AYUDAS | TECNICAS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION




Text Observacion Situacion Ejercicio Practico Pruebas Escritas
X Expositivas- exto de Evaluacién
Interactivas Separatas-resumen X Mapa mental
Investigacion Transparencias- Lista de cotejo Mapa Conceptual
i Diapositivas - i Pruebas de
Individual 1apos| _ x| Registro Estudios de Casos Ie
Debate Ejercicios Aplicacion | x anecdético X Practicas- Laboratorio Eiasr?]rgﬁeno
Proyecto Casos ___ Escala de actitud Proyecto ne
— Presentacién : Portafolio Tematico
Demostracion Multimedia Otros(Indicar) Ejercicios
Investigacion Otros Ensayos _ Interpretativos
por parejas Otros (Indicar) Pruebas
Otros Objetivas
Bibliografia: Pagina Web:
Analisis Matematico |. Eduardo Espinoza Ramos www.ucvpiura.edu.pe (aula virtual)
Andlisis Mateméatico. Maximo Mittac Meza

PLAN DE SESION DE APRENDIZAJE 2006-Il

UNIVERSIDAD
CERSARVALLEGJO

_ ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA I Ciclo: Il

Semana 15
Seccion: B

N° Sesidn 1

DOCENTE: Lic Diana Quintana Sanche:

COMPETENCIA: Interpreta, formula, analiza y resuelve problemas de contexto real, utilizando definiciones, técnicas y aplicaciones del Calculo Difer
comunicacion, investigacion, razonamiento y manifestando confianza, flexibilidad y perseverancia.

CONTENIDO: Derivadas

CAPACIDAD: Emplea criterios de primeray segunda derivada para resolver problemas de ir

ACTIVIDADES

TIEMPO

INDICADORES

INICIALES

Destreza/Habilidad | Contenido

Producto
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Saludo.

15

Esta clase se inicia con la participacion de los Calcula Reglas de L'Hospital. Opinién sobre los
alumnos en un pequefio dialogo sobre los . o . protagonistas de la
tenidos estudiados en la clase anterior. Aplica Criterio de_ la Primera y | Historia de Calculo.
con segunda derivada.
Presentacion de
ACTIVIDADES DE PROCESO Resuelve Problemas de Maximos vy | ejercicios
) o Minimos. propuestos en
Se expone el fundamento teérico sobre la definicion oh15 clase.
de derivada y se entrega el material didactico. break
Se resuelve en parejas en la solucion del primer | ;30
trabajo practico.
Los alumnos exponen en la pizarra la solucién de los
problemas.
ACTIVIDADES FINALES Actitudes
10 Valora de manera critica la importancia de la historia del calculo asi mismo muestra

Resolver y exponer la solucion de los ejercicios de la
separata.
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tener la lata, es decir € radio y la atura. Calcula también €l valor de la
superficie de la chapa minima.

PROBLEMA 3

Cacula e vaor de los coeficientes a y bpara que la funcion
f(x)= ax® +bx tenga un maximo relativo en P (1,2)

PROBLEMA 4
Cadcular € polinomio de tercer grado que pasa por € origen de

coordenadas O (0,0), tiene un maximo relativo en e punto P (-2,4) y un
punto de inflexion en el punto Q (-1,2)



ANEXO 5

TABLASDE ESPECIFICACIONES




TABLA DE ESPECIFICACIONES
PRUEBA DE MATEMATICA |

PRACTICA 1
Habilidades . TOTAL
Cognitivas L o L Andlisis,
Conocimiento Comprension Aplicacion Sintesis y

Ejes Tematicos Evaluacion # Preg. # horas %
Razon de Cambio- Problema de
la recta tangente. 1 0 0 0 1 1 20
Definicion de Derivada 1 1 2 1 20
Gréafico de Funciones y su|
derivada. 0 2 0 2 4 3 60
TOTAL 2 2 1 2 7 5 100




TABLA DE ESPECIFICACIONES
PRUEBA DE MATEMATICA |

PRACTICA 2
Habilidades . TOTAL
Cognitivas c imient c . Aplicacis Analisis,
onocimiento omprension plicacion Sintesis y

Ejes Tematicos Evaluacion # Preg. # horas %
Calculo de Derivadas de orden
Superior 0 2 0 1 3 3 60
Primera y segunda Derivada de
una Funcién 0 0 2 2 4 2 40
TOTAL 0 2 2 3 7 5 100




TABLA DE ESPECIFICACIONES
PRUEBA DE MATEMATICA |

PRACTICA 3
Habilidades . TOTAL
Lognitivas Conocimiento Comprensién Aplicacion Anahm_s,
p P Sintesis y

Ejes Tematicos Evaluacion # Preg. # horas %
Grafico de funciones y sus
derivadas y propiedades de las 1 0 1 1 3 2 40
funciones
Problemas de Optimizacion 1 0 2 0 3 3 60
TOTAL 2 0 3 1 6 5 100




TABLA DE ESPECIFICACIONES
EXAMEN FINAL DE MATEMATICA |

Habilidades o TOTAL
Gognitivas Conocimiento Comprension Aplicacién Apahs[s '
Sintesis y
Ejes Tematicos Evaluacion # Preg. # horas %
SEGUNDA UNIDAD 1 0 3 1 5 20 100
TOTAL 1 0 3 1 5 20 100




ANEXO 6

INSTRUMENTOS DE EVALUACION




UNIVERSIDAD CESAR VALLEJO
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA |
TIEMPO: 2 HORAS

PRACTICA CALIFICADA N°1

INDICACIONES: Cuide la redaccion de sus respuestas y trabgje en forma
ordenada evitando | os borrones.

CONOCIMIENTO (2 ptos cada una)

1. ldentifica € concepto de razén de cambio en € problema de la recta
tangente.

2. Menciona las dos formas equivalentes de la derivada y explica su
diferencia simbdlica.

COMPRENCION (2 ptos cada una)
3. En la dsiguiente figura se dan las gréficas de una funcién fy su
derivada f' sobre unos ges comunes. Explicar en un breve parrafo
dichas gréficas.

4. Empargja cada funcion de la columna izquierda con la grafica de su
derivada en la columna derecha.




b)

B) .

APLICACION (4 ptos)

5.

Usar la definicion de derivada para halar f'(x). Siendo

f(x)=x3+x2

ANALISIS, SINTESIS Y EVALUACION (4 ptos cada una)

6.

Andiza la situacion en e punto x=0 para la funcion f(X)y su
derivada asi mismo elabora una grafica de dichas funciones.

4—x2 X>0
f(0=1
X“-4 ,x<0

EvalGe las funciones f(X)=x2+1y g(X)= X +1 simultaneamente

en la cercania del punto (0,1) y responda: ¢Qué se observa? ;Qué
funcién es derivable en ese punto?



UNIVERSIDAD CESAR VALLEJO
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA |
TIEMPO: 2 HORAS

PRACTICA CALIFICADA N°2

INDICACIONES: Cuide la redaccion de sus respuestas y trabgje en forma
ordenada evitando | os borrones.

COMPRENCION (3 ptos cada una)

1.

Indicasi las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de
que seafalsa, explica por qué o daun giemplo que muestre su falsedad.

a S y=f(x)g(x), entonces %z f'(xX)g'(x) .
5

b) S y:(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)entonces% 0
X

¢) Lasegundaderivadarepresentael ritmo de cambio de la primera.

Sean fy gfunciones cuyas primeras 'y segundas derivadas existen en
unintervalo |. Sefiala ¢Cuadl de estas formulas es correcta?

a fg"-f"g=(fg'-f'g)’
b) fg"+f"g=(fg)"

APLICACION (2.5 ptos)

3.

4,

Soluciona € siguiente problema: El costo C de pedido y transporte de
las componentes utilizadas en la fabricacién de un producto es:
C= 100(@ =

X x+30
X es e tamafio del pedido. Hallar el ritmo de cambio de C con respecto
a Xcuando x=10,x=15.

Usalagréficade f paraesbozarlade f'y f*"

j ,1< x donde C se mide en miles délares y



ANALISIS, SINTESIS Y EVALUACION (3 cada una)

5. Halar la derivada de f para n=1,2,3,4 y usar los resultados para
proponer unaférmulageneral para f '(X) entérminosde n.

6. Selecciona y gréfica de una funcion derivable ftal que f >0 y
f '< Oparatodos|os nimerosreaes X.

7. Evalla la derivada de la funcion en & punto que se indica
1+ cosecx (7: j
=———en 3.

" 1-cosecx  \ 6



UNIVERSIDAD CESAR VALLEJO
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA |
TIEMPO: 2 HORAS

PRACTICA CALIFICADA N°3

INDICACIONES: Cuide la redaccion de sus respuestas y trabgje en forma
ordenada evitando | os borrones.

CONOCIMIENTO (1.5 pto cada una)
1. Lagréficade f(x)vienedadaen lafiguraadjunta. Indica

a) ¢Enquévaoresde X es f '(X) cero, positiva o negativa?
b) ¢Enquéintervaloes f 'creciente?

2

2. Describa el criterio de la segunda Derivada para hallar méximos y
minimos de unafuncion.

APLICACION (4.5 cada una)
Solucionalos siguientes problemas:

3. El rendimiento (medido de 0 a 10) de cierto producto en funcion del
tiempo de uso ( x en afos) viene dado por la siguiente expresion:

F(X)=85+—2— x>0
1+x
a) ¢Hay intervalos de tiempo en los que € rendimiento crece? ¢cY en
que decrece? ¢Cudles son?

b) ¢En qué punto se acanza el rendimiento maximo? ¢Cuénto vale?



4. Sehaconstruido una presa de almacenamiento de agua cuyos costos de
mantenimiento diarios son una funcién de la cantidad de agua que la
misma tiene almacenada. Tales costos (en délares.) vienen dados por la
siguiente expresion ( C(X) representa el costo si @ volumen de agua,
en millones de metros cubicos, es X) :

C(x)= x> + x> —8x+73

a) encontrar el volumen diario de agua éptimo que debe mantenerse
para minimizar costos.

b) calcular & costo minimo diario que supone e mantenimiento de la
instalacion. Si un dia la presa tiene amacenados 3 millones de metros
cubicos de agua, ¢cuanto se ha gastado de més respecto del costo
minimo?

5. Propongay dibuje unafuncion cuya derivada sea siempre negativa.

ANALISIS, SINTESIS Y EVALUACION (3.5 ptos)

6. Las gréficasde f,f', f"se muestran en los mismos ges. ¢Podrias
decir cud es cud?




UNIVERSIDAD CESAR VALLEJO
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL Y DE SISTEMAS

ASIGNATURA: MATEMATICA |
TIEMPO: 2 HORAS

EXAMEN FINAL

INDICACIONES: Cuide la redaccion de sus respuestas y trabgje en forma
ordenada evitando | os borrones.

CONOCIMIENTO (2 ptos)
d(cosx)
ax

1. Demostrar usando ladefinicién que —Senx

APLICACION (4 ptos cada una)

2. Emplea las reglas de derivacion para encontrar la derivada de la
Senx + cosxj

SenX — CoS X
3. Cdcular la primera derivada de la funcion implicita

\J4xXy +6y = y2 + xy3
4. Encontrar la derivada de la siguiente funcion, reduciendo en lo posible,

siguiente funcion y = arctg(

dicha derivada a su minima expresion:
1/1+ X— 1/1— X 1-x
f (X) = In| ———= |+ 2arctg J—
L+ x++41-x 1+x

ANALISIS, SINTESIS Y EVALUACION (6 ptos)

5. Lee atentamente € siguiente enunciado y responde a las preguntas. La
puntuacion obtenida por un estudiante en un examen depende del
tiempo que haya dedicado a su preparacion ( x, expresado en horas) en
los siguientes términos.

X s 0<x<15
X) =
o= 3

— s 15<x
0.2x+3



a) S un estudiante ha dedicado menos de 15 horas a preparar €
examen, justificar que no aprobara, esto es, que obtendra menos de 5
puntos.

b) Justificar que la puntuacién nunca puede ser superior a 10 puntos.





